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Katedra aplikované matematiky
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Kompozičńı data

D-složková kompozice - popisuje části celku, nese relativńı
informaci

x = (x1, ..., xD)
′, xi > 0, i = 1, ..., D

simplex

SD = {x = (x1, ..., xD)
′, xi > 0, i = 1, ..., D,

D∑
i=1

xi = κ}

p̌ŕıklad - koncentrace prvk̊u v horninách (mg/l, mg/g), volebńı
hlasy v jednotlivých obvodech, výdaje domácnost́ı,
metabolomická data



Předpoklady relevantńı analýzy

invariance na změnu mě̌ŕıtka

uzávěr

C(x) =

(
κx1∑D
i=1 xi

, ...,
κxD∑D
i=1 xi

)′
invariance na permutaci

nezávislost analýzy na pǒrad́ı složek kompozic

podkompozičńı soudržnost

invariance na změnu mě̌ŕıtka pro libovolnou podkompozici
souvislost se zachováńım geometrických vlastnost́ı, které
charakterizuj́ı nap̌r. eukleidovskou geometrii



Aitchisonova geometrie na simplexu

Operace, které respektuj́ı vlastnosti kompozic a nav́ıc vedou ke
struktǔre eukleidovského prostoru. Necht’ x,y ∈ SD, α ∈ R

perturbace

x⊕ y = C(x1y1, ..., xDyD)

mocninná transformace

α� x = C(xα1 , ..., x
α
D)

Aitchisonův skalárńı součin

〈x,y〉a =
1

D

∑
i<j

ln
xi
xj

ln
yi
yj



Aitchisonova geometrie na simplexu

norma kompozice

‖x‖a =
√
〈x,x〉a =

√√√√ 1

D

∑
i<j

(
ln
xi
xj

)2

Aitchisonova vzdálenost

da(x,y) = ‖x	 y‖a =

√√√√ 1

D

∑
i<j

(
ln
xi
xj
− ln

yi
yj

)2

,

kde x	 y = x⊕ [(−1)� y]



Aitchisonova geometrie na simplexu

l ?

reálný prostor s eukleidovskou geometríı



Práce v soǔradnićıch

Uvažujeme určitou bázi a kompozice vyjáďŕıme v soǔradnićıch
vzhledem k této bázi.

alr soǔradnice - zobraźı kompozice ze simplexu do RD−1

alr(x) = ln

(
x1
xD

,
x2
xD

, ...,
xD−1
xD

)
clr soǔradnice - zobraźı kompozice do RD

clr(x) = ln

[
x1

g(x)
, ...,

xD
g(x)

]
, g(x) =

(
D∏
i=1

xi

)1/D



Práce v soǔradnićıch

ilr soǔradnice

ilr(x) = (〈x, e1〉a , ..., 〈x, eD−1〉a) ,

kde {e1, e2, ..., eD−1} je ortonormálńı báze na simplexu



ilr soǔradnice

x = (x1, ..., xD)
′ → x(l) = (xl, x1, ..., xl−1, xl+1, ..., xD)

′

→ x(l) = (x
(l)
1 , ..., x

(l)
l , x

(l)
l+1, ...x

(l)
D )′

z
(l)
i =

√
D − i

D − i+ 1
ln

x
(l)
i

D−i

√∏D
j=i+1 x

(l)
j

, i = 1, ..., D − 1

prvńı soǔradnice z
(l)
1 obsahuje veškerou relativńı informaci,

která se týká xl ve vztahu k ostatńım složkám, zbývaj́ıćı

soǔradnice z
(l)
2 , ..., z

(l)
D−1 pak vysvětluj́ı zbytek informace



Výskyt nul v kompozičńıch datech

nuly vzniklé zaokrouhleńım (rounded zeros)

strukturńı nuly (structural zeros)

diskrétńı nuly (count zeros)



Metody pro nuly vzniklé zaokrouhleńım

neparametrické nahrazeńı

xrij =


δij , xij = 0,

xij

1−

∑
k|xik=0

δik

κi

 , jinak



> LPdata[c(1:3,91:93),]

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.3 3715 9.1 24 38 9 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.1 4215 19.8 21 93 19 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.8 3305 16.6 22 59 14 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 0.0 884 0.0 3 5 0 37 10 224 30511 167

92 4.2 4 39 21 0.0 2005 0.0 12 33 10 139 45 86 20106 83

93 22.1 11 186 59 6.4 2525 15.5 10 38 7 197 74 236 33909 195

> DL

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

3.6 3.0 37.0 9.0 2.0 549.0 6.3 3.0 5.0 1.0 18.0 10.0 22.0 159.0 15.0



XN <- multRepl(X,label=0,DL,delta=2/3)

> round(XN[c(1:3,91:93),],2)

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.30 3715 9.1 24 38 9.00 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.10 4215 19.8 21 93 19.00 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.80 3305 16.6 22 59 14.00 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 1.33 884 4.2 3 5 0.67 37 10 224 30511 167

92 4.2 4 39 21 1.33 2005 4.2 12 33 10.00 139 45 86 20106 83

93 22.1 11 186 59 6.40 2525 15.5 10 38 7.00 197 74 236 33909 195



ilr-EM algoritmus

prvńı fáze

1 nahradit všechny nuly 65% detekčńıho limitu
2 sěradit sloupce (složky) sestupně podle počtu nul

druhá fáze (pro l = 1, ..., D)

3 vyjáďrit kompozice v ilr soǔradnićıch → Z(l) = [z(l)1 ,Z(l)
−1]

4 (robustńı) lineárńı regrese z(l)1 na Z(l)
−1 → β̂ββ

(l)

5 p̌repočet nul v z(l)1 pomoćı parametr̊u z lineárńı regrese
6 p̌revést zpět na simplex

ťret́ı fáze

7 uspǒrádat kompozice podle původńıho pǒrad́ı



ilr-EM algoritmus

nahrazeńı nul pomoćı tzv.
”
censored regression“

ẑ
(l)
i1 = z

(l)′

i,−1β̂
(l) − σ̂(l)

φ

(
ψ

(l)
i1 − z

(l)′

i,−1β̂
(l)

σ̂(l)

)

Φ

(
ψ

(l)
i1 − z

(l)′

i,−1β̂
(l)

σ̂(l)

)



> fitI <- impRZilr(as.matrix(LPdata),dl=DL,method="lm")

> XI = fitI$x

> round(XI[c(1:3,91:93),],2)

Cr B P V Cu Ti Ni Y Sr La Ce Ba Li K Rb

1 33.3 23 393 47 5.30 3715 9.10 24 38 9.0 180 48 76 16617 53

2 64.7 35 978 83 9.10 4215 19.80 21 93 19.0 259 93 95 16527 64

3 30.4 23 433 42 3.80 3305 16.60 22 59 14.0 240 75 80 12209 53

91 11.2 14 105 35 1.45 884 3.29 3 5 0.9 37 10 224 30511 167

92 4.2 4 39 21 1.11 2005 3.24 12 33 10.0 139 45 86 20106 83

93 22.1 11 186 59 6.40 2525 15.50 10 38 7.0 197 74 236 33909 195



Graf: Clr-biplot vycházej́ıćı z matice s nahrazenými nulami pomoćı
neparametrického nahrazeńı (vlevo) a ilr-EM algoritmu (vpravo)



Metody pro strukturńı nuly - detekce odlehlých hodnot

dvoustupňový algoritmus

1 označit nuly jako chyběj́ıćı hodnoty, nahradit vhodným
algoritmem, vyjáďrit matici v ilr soǔradnićıch

2 určit robustńı odhady sťredńı hodnoty a variančńı matice pro
nenulové složky

3 vypoč́ıtat Mahalanobisovy vzdálenosti

MD(z̃∗i ) =
[
(z̃∗i − t̃∗i )′C̃∗−1

i (z̃∗i − t̃∗i )
] 1

2

4 identifikovat odlehlá pozorováńı podle MD a p̌ŕıslušného
kvantilu χ2-rozděleńı

5 detekce vzhledem ke struktǔre strukturńıch nul



dvoustupňový algoritmus

x = (x1, ..., xD)′

x̃ = (0, ..., 0, xj1 , ..., xjK )′, x̃ = P̃x

z = ilr(x)
z̃ = Q′z

odhady t a C
t̃ = Q′t a C̃ = Q′CQ

výběr složek odpov́ıdaj́ıćım nenulovým složkám −→ z̃∗, t̃∗, C̃∗



Knihovny pro kompozičńı data v softwaru R

compositions

zCompositions

robCompositions
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