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Ṕısmenkové zmatky

Upozorněńı týkaj́ıćı se použ́ıváńı velkých a malých ṕısmen v
odborné literatǔre:

◮ statistici občas až pedantsky rozlǐsuj́ı symboly Y (náhodná
veličina) a y (realizace náhodné veličiny; reálné č́ıslo),

◮

”
časovká̌ri“ (zvláštńı druh statistik̊u) dosti často použ́ıvaj́ı
symbolu y pro náhodnou veličinu

Omluva: v této prezentaci občas použiji pro náhodnou veličinu
velké a občas malé ṕısmeno.
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Korelace po sobě jdoućıch hodnot

−4 −2 0 2 4

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

yt

y t
+1

−4 −2 0 2 4

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

yt

y t
+1

−4 −2 0 2 4

−
6

−
4

−
2

0
2

4
6

yt

y t
+1



B́ılý šum (white noise)

ǫt , t = . . . ,−1, 0, 1, . . . i.i.d. ǫt ∼ N(0, σ2),

tj. nezávislé, stejně rozdělené s nulovou sťr. hodnotou.
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http://en.wikipedia.org/wiki/White_noise



Procesy MA(1)

Posloupnost́ı klouzavých součt̊u řádu 1 (Moving Average – MA)
rozuḿıme posloupnost náhodných veličin danou p̌redpisem

yt = ǫt + θǫt−1,

kde {ǫt} je b́ılý šum (ǫt ∼ N(0, σ2)),
θ ∈ R je parametr procesu.
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Procesy MA(1): sťredńı hodnota a rozptyl

E (Yt) = E (ǫt + θǫt−1) = E (ǫt) + θE (ǫt−1) = 0 + θ · 0 = 0

var(Yt) = var(ǫt + θǫt−1) = var(ǫt) + var(θǫt−1) + 2cov(ǫt , θǫt−1) =

= var(ǫt) + θ2var(ǫt−1) = σ2 + θ2σ2 = σ2(1 + θ2)

Všimněte si: sťredńı hodnota a rozptyl jsou v čase konstantńı.



Procesy MA(1): korelace

cov(Yt ,Yt−1) = cov(ǫt + θǫt−1, ǫt−1 + θǫt−2) =

= cov(ǫt , ǫt−1) + θcov(ǫt , ǫt−2) +

+θcov(ǫt−1, ǫt−1) + θ2cov(ǫt−1, ǫt−2) =

= 0 + 0 + θvar(ǫt−1) + 0 = θσ2

cov(Yt ,Yt−k) = cov(ǫt + θǫt−1, ǫt−k + θǫt−1−k) =

= cov(ǫt , ǫt−k) + θcov(ǫt , ǫt−1−k) +

+θcov(ǫt−1, ǫt−k) + θ2cov(ǫt−1, ǫt−1−k) =

= 0 + 0 + 0 + 0 = 0 pro k > 1

Připomeňme, že var(Yt) = var(Yt−1) = σ2(1 + θ2), tud́ıž

cor(Yt ,Yt−1) =
θ

1 + θ2

cor(Yt ,Yt−k) = 0 pro k > 1

Všimněte si: korelace dvou po sobě jdoućıch (náhodných) hodnot
procesu je v čase konstantńı.



Procesy MA(1): korelace
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STACIONARITA

U proces̊u MA(1) jsme ukázali, že maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

◮ sťredńı hodnota je konstantńı v čase, tj.
E (Yt) = µ pro všechna t = . . . ,−1, 0, 1, . . .

◮ rozptyl je konstantńı v čase, tj.
var(Yt) = σ2 pro všechna t = . . . ,−1, 0, 1, . . .

◮ korelace dvou hodnot náhodného procesu záviśı jen na jejich
vzdálenosti, nikoliv na čase, tj.
cor(Yt ,Yt+h) = cor(Ys ,Ys+h) pro libovolné t, s a časovou
vzdálenost h.

Procesy, které tyto vlastnosti maj́ı, se nazývaj́ı slabě stacionárńı.

Důležitost stacionarity popisuje Cipra slovy:
”
V Box-Jenkinsově

metodologii lze modelovat pouze stacionárńı časové řady, p̌ričemž ovšem
pomoćı r̊uzných transformaćı (nejčastěji pomoćı diferencováńı) je možné
mnoho nestacionárńıch časových řad z praxe p̌revést na stacionárńı.“



AUTOKORELAČNÍ FUNKCE

Autokorelačńı funkćı stacionárńı časové řady {Yt , t ∈ Z} rozuḿıme
funkci

ρ : Z → [−1, 1]

k 7→ cor(Yt ,Yt+k)

Poznámky:

◮ rozmyslete si, že bez p̌redpokladu stacionarity procesu nemá
autokorelačńı funkce smysl

◮ jde o sudou funkci, tj. ρ(k) = ρ(−k),
nebot’ cor(Yt ,Yt+k) = cor(Yt ,Yt−k) (podḿınka stacionarity)
proto stač́ı zkoumat autokorel. funkci jen pro k ≥ 0

◮ ρ(0) = 1, nebot’ ρ(0) = cor(Yt ,Yt) = 1



Autokorelačńı funkce proces̊u MA(1)

Ukázali jsme, že

◮ ρ(1) = cor(Yt ,Yt−1) =
θ

1+θ2

◮ ρ(k) = cor(Yt ,Yt−k) = 0 pro k > 1
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Graf: autokorelačńı funkce procesu MA(1) s parametrem θ = 0, 9.



Procesy MA(q)

Posloupnost́ı klouzavých součt̊u řádu q (Moving Average – MA)
rozuḿıme posloupnost náhodných veličin danou p̌redpisem

yt = ǫt + θ1ǫt−1 + θ2ǫt−2 + . . .+ θqǫt−q,

kde {ǫt} je b́ılý šum (ǫt ∼ N(0, σ2)),
θ1 ∈ R, . . . , θq ∈ R jsou parametry procesu.



Procesy MA(q): sťr. hodnota, rozptyl, autokorelačńı funkce

E (Yt) = 0

var(Yt) = (1 + θ21 + . . .+ θ2q) · σ
2

Autokorelačńı funkce:

ρk = cor(Yt ,Yt+k) =
θk + θ1θk+1 + . . .+ θq−kθq

1 + θ21 + . . .+ θ2q
pro k ≤ q

ρk = cor(Yt ,Yt+k) = 0 pro k > q

Opět vid́ıme, že procesy MA(q) jsou stacionárńı.
Odvozeńı je jednoduché cvičeńıčko – zkuste si.



Procesy MA(q): p̌ŕıklady autokorelačńıch funkćı

MA(2):  θ1= 1,0,  θ2= 0,7
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MA(2):  θ1= 0,0,  θ2= −0,5
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MA(3):  θ1= 1,0,  θ2= 0,1,   θ3= −0,9

k

co
r(Y

t, 
Y

t+
k)

0 1 2 3 4 5 6 7

−
1

0
1



Proč je pro nás autokorel. funkce důležitá?

◮ Korelačńı koeficient uḿıme z dat odhadnout,

◮ Tedy uḿıme odhadnout, jak vypadá autokorelačńı funkce,

◮ Podle tvaru odhadnuté autokorel. funkce se můžeme
rozhodnout, jaký model bude vhodný pro naše data.

◮ Hodnotu odhadu (auto)korelace můžeme využ́ıt k odhadu
parametr̊u (θ) daného procesu.



Př́ıklad interpretace odhadu autokorel. funkce
◮ Na začátku jsme viděli simulovaných 200 hodnot procesu

MA(1) s parametrem θ = 0, 9.
◮ Jeho autokorelačńı funkce má hodnotu 90/181=̇0, 497 pro

k = 1 a je nulová pro k > 1.
◮ Představme si, že nev́ıme, že jde o proces typu MA(1) a

neznáme hodnotu θ.

Odhadnutá autokorelačńı funkce:
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Odhad autokorel. funkce

◮ Odhad autokovariančńı funkce:
ck = 1

n

∑n−k
t=1 (Yt − Ȳ )(Yt+k − Ȳ )

◮ Odhad autokorelačńı funkce:
rk = ck

c0



Odhad autokorel. funkce – Bartlettova aproximace

Je-li ρk = 0 pro k > k0, pak

var(rk) ≈
1

n


1 + 2

k0∑

j=1

r2j


 pro k > k0



Využit́ı odhadu autokorel. funkce pro odhad parametru θ

V́ıme

ρ(1) =
θ

1 + θ2

a uḿıme hodnotu autokorelace odhadnout.

ρ̂(1) · θ̂2 − θ̂ + ρ̂(1) = 0

θ̂ =
1−

√
1− 4ρ̂(1)2

2ρ̂(1)

Druhý kǒren odpov́ıdá procesu, který neńı invertibilńı (vysvětĺıme
později).



Jiný typ modelu
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Autokorelačńı funkce p̌redešlého procesu

(odhad)
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Procesy AR(1)

Autoregresńım procesem řádu 1 rozuḿıme posloupnost náhodných
veličin {yt} danou p̌redpisem

yt = φyt−1 + ǫt ,

kde {ǫt} je b́ılý šum (ǫt ∼ N(0, σ2)),
φ ∈ R je parametr procesu.



Satcionarita proces̊u AR(1)

yt = φyt−1 + ǫt ,

Proces AR(1) nemuśı být stacionárńı – zálež́ı na hodnotě
parametru φ.
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Satcionarita proces̊u AR(1) – neformálńı odvozeńı

yt = φyt−1 + ǫt

yt = φ(φyt−2 + ǫt−1) + ǫt

yt = φ2yt−2 + φǫt−1 + ǫt

yt = φ3yt−3 + φ2ǫt−2 + φǫt−1 + ǫt
...

yt = φkyt−k +
k−1∑

j=0

φjǫt−j , k ∈ N

Pro |φ| < 1 je
”
modrý“ člen zanedbatelný, zbytek je proces MA,

o němž v́ıme, že je stacionárńı.
Procesy AR(1) jsou stacionárńı, pokud |φ| < 1.



Stacionárńı procesy AR(1): sťredńı hodnota

E (yt) = E (φyt−1 + ǫt) =

= φE (yt−1) + E (ǫt) =

= φE (yt) + 0

E (yt)(1− φ) = 0

E (yt) = 0

Využili jsme p̌redpoklad stacionarity, nejprve v rovnosti E (yt−1) = E (yt),
poté v posledńım kroku, kde |φ| < 1.



Stacionárńı procesy AR(1): rozptyl

var(yt) = var(φyt−1 + ǫt) =

= φ2var(yt−1) + var(ǫt) + 2φcov(yt−1, ǫt) =

= φ2var(yt) + var(ǫt) + 0 =

= φ2var(yt) + σ2

var(yt)(1− φ2) = σ2

var(yt) =
σ2

1− φ2

Pozornost si zaslouž́ı rovnost cov(yt−1, ǫt) = 0,
uvědomme si, že yt je definováno pomoćı minulých hodnot procesu {yt}
a současné hodnoty b́ılého šumu ǫt . Hodnota v čase t − 1(yt−1), tedy
muśı být nezávislá s hodnotou b́ılého šumu v čase t, který je z pohledu
času t − 1 budoucnost́ı.



Stacionárńı procesy AR(1): korelace

Pro výpočet použijeme vztah, který jsme odvodili o 3 slajdy ďŕıve:

yt = φkyt−k +

k−1∑

j=0

φjǫt−j , k ∈ N

cov(yt , yt−k) = cov(φkyt−k +

k−1∑

j=0

φjǫt−j , yt−k) =

= φkcov(yt−k , yt−k) +

k−1∑

j=0

φjcov(ǫt−j , yt−k) =

= φkcov(yt−k , yt−k) + 0 =

= φkσ2

ρ(k) = cor(yt , yt−k) = φk



Stacionárńı procesy AR(1): autokorelačńı funkce

AR(1):  φ= 0,9
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Poťreba
”
p̌ŕımé“ korelace

yt = φyt−1 + ǫt

yt−1 = φyt−2 + ǫt−1

yt ←− ǫt
↑

yt−1 ←− ǫt−1

↑
yt−2

◮ Korelace mezi yt a yt−2 je
”
p̌res yt−1“.

◮ Existuje však mezi nimi
”
p̌ŕımá“ korelace?

◮ KONCEPT PARCIÁLŃI KORELACE



Připomenut́ı jednoho p̌ŕıkladu z minula

◮ X : počet právńık̊u ve státě Kansas

◮ Y : počet úmrt́ı v důsledku pádu ze schodů v USA

máme k dispozici údaje za obdob́ı 1999 až 2008 (10 let)
cor(X ,Y ) = 0, 98

rok
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Připomenut́ı jednoho p̌ŕıkladu z minula

◮ X : počet právńık̊u ve státě Kansas

◮ Y : počet úmrt́ı v důsledku pádu ze schodů v USA

◮ Z : počet obyvatel USA

X
???
←→ Y

տ ր
Z

Je mezi X a Y nějaký jiný vztah, než že obě p̌ŕımo úměrně rostou
s rostoućım Z?



Odpověd’ na p̌redešlou otázku

◮ Odhadněme (lineárńı) závislost X na Z

X = β0 + β1Z + ǫX
X̂ = β̂0 + β̂1Z

◮ Odhadněme (lineárńı) závislost Y na Z

Y = β∗

0 + β∗

1Z + ǫY
Ŷ = β̂0

∗

+ β̂1
∗

Z

Studujme korelaci veličin X − X̂ a Y − Ŷ , tj. zabývejme se tou
část́ı vztahu X a Y , kterou nelze vysvětlit pomoćı Z .

cor(X − X̂ ,Y − Ŷ ) =: ρX ,Y .Z

Parciálńı korelačńı koeficient X a Y p̌ri daném Z .



Otázka pro Vás!

Jaký byste očekávali paricálńı korelačńı koeficient X a Y p̌ri daném
Z?

◮ X : počet právńık̊u ve státě Kansas

◮ Y : počet úmrt́ı v důsledku pádu ze schodů v USA

◮ Z : počet obyvatel USA

Jde o korelačńı koeficient

◮ rozd́ılu skutečného počtu právńık̊u v Kansasu a očekávaného
(dle velikosti Americké populace)

◮ rozd́ılu skutečného počtu úmrt́ı ... a očekávaného (dle velikosti
Americké populace)

Já bych očekával hodnotu bĺızkou nule.



Otázka pro Vás!

Jaký byste očekávali paricálńı korelačńı koeficient X a Y p̌ri daném
Z?

◮ X : počet právńık̊u ve státě Kansas

◮ Y : počet úmrt́ı v důsledku pádu ze schodů v USA

◮ Z : počet obyvatel USA

Jde o korelačńı koeficient

◮ rozd́ılu skutečného počtu právńık̊u v Kansasu a očekávaného
(dle velikosti Americké populace)

◮ rozd́ılu skutečného počtu úmrt́ı ... a očekávaného (dle velikosti
Americké populace)

Já bych očekával hodnotu bĺızkou nule.



Překvapeńı

ρX ,Y .Z = 0, 68

Tak že by p̌rece jen ti právńıci ...



Možné vysvětleńı

◮ Kansas nebyl v p̌ŕıkladu zvolen úplně náhodně, byl to stát (z
51) s druhou nejsilněǰśı korelaćı mezi X a Y .

◮ Korelačńı koeficient se pohyboval kolem hodnoty 0,91
(medián).

◮ Parciálńı korelačńı koeficient se pohyboval kolem hodnoty 0,19
(medián).

(Ale pǒrád je tu možnost, že
”
p̌rece jen ti právńıci ...“ – že existuje

kauzálńı vztah mezi počtem právńık̊u v Kansasu a počtem úmrt́ı p̌ri pádu
ze schodů v USA)



PARCIÁLNÍ AUTOKORELAČNÍ FUNKCE

Parciálńı autokorelačńı funkćı stacionárńı časové řady {Yt , t ∈ Z}
rozuḿıme funkci

ρ : Z → [−1, 1]

k 7→ pcor(Yt ,Yt+k),

kde pcor(Yt ,Yt+k) označuje parciálńı korelačńı koeficient veličin
Yt a Yt+k p̌ri daných Yt+1, . . . ,Yt+k−1.



Parciálńı autokorelačńı funkce v procesech AR(1)

Spočtěme nap̌r.pcor(Yt ,Yt−2)

yt = φyt−1 + ǫt

ŷt = φyt−1

yt − ŷt = ǫt

yt−1 = φyt−2 + ǫt−1

ŷt−2 =
1

φ
yt−1

yt−2 − ŷt−2 = −
1

φ
ǫt−1

pcor(Yt ,Yt−2) = cor(yt − ŷt , yt−2 − ŷt−2) = cor(ǫt ,−
1

φ
ǫt−1) = 0



Parciálńı autokorelačńı funkce v procesech AR(1)

2 4 6 8 10 12 14

0.
0

0.
4

0.
8

Lag

P
ar

tia
l A

C
F



Parciálńı autokorelačńı funkce v procesech AR(1) a MA(1)



Parciálńı autokorelačńı funkce v procesech MA(1)

pcor(yt , tt−k) =
(−1)k−1θk(1− θ2)

1− θ2(k+1)
k = 2, 3, . . .

Je omezena geometricky klesaj́ıćı posloupnost́ı

|pcor(yt , tt−k)| < |θ|
k



Parciálńı autokorelačńı funkce v procesech MA(1)
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Procesy AR(p)

Autoregresńım procesem řádu p rozuḿıme posloupnost náhodných
veličin {yt} danou p̌redpisem

yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + ǫt ,

kde {ǫt} je b́ılý šum (ǫt ∼ N(0, σ2)),
φ1 ∈ R, . . . , φp ∈ R jsou parametry procesu.



Procesy AR(p): podḿınka stacionarity, sťr. hodnota,
rozptyl

E (Yt) = 0

var(Yt) =
σ2

1− φ1ρ1 − . . .− φpρp

Podḿınka stacionarity: všechna řešeńı rovnice

1−

p∑

j=1

φjx
j = 0

muśı ležet vně jednotkového kruhu.
(pro p = 1 má rovnice tvar 1− φ1x = 0, kǒren je 1/φ1, podḿınka
je tedy |1/φ1| > 1, tj/ |φ1| < 1, viz ďŕıve)



Procesy AR(p): autokorelačńı funkce

yt = φ1yt−1 + φ2yt−2 + . . .+ φpyt−p + ǫt

ytyt−k = φ1yt−1yt−k + φ2yt−2yt−k + . . .+ φpyt−pyt−k + ǫtyt−k

Eytyt−k = φ1Eyt−1yt−k + φ2Eyt−2yt−k + . . .+ φpEyt−pyt−k + Eǫtyt−

ρk = φ1ρk−1 + φ2ρk−2 + . . .+ φpρk−p

pro k ∈ N

Soustava prvńıch p těchto rovnic (k = 1, . . . , p) se nazývá
Yuleova-Walkerova soustava rovnic, jej́ım řešeńım źıskáme hodnoty
parametr̊u φ1, . . . , φp vyjáďrené pomoćı hodnot autokorelačńı
funkce ρ1, . . . , ρp, které uḿıme odhadnout.



Procesy AR(p): parciálńı autokorelačńı funkce

ρkk = 0 pro k > p

Odhad PACF pro data simulovaná z procesu AR(1) s parametrem
φ = 0, 9:
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Procesy ARMA(p, q)

Sḿı̌seným procesem řádu p a q rozuḿıme posloupnost náhodných
veličin {yt} danou p̌redpisem

yt = φ1yt−1+φ2yt−2+. . .+φpyt−p+ǫt+θ1ǫt−1+θ2ǫt−2+. . .+θqǫt−q,

kde {ǫt} je b́ılý šum (ǫt ∼ N(0, σ2)),
φ1 ∈ R, . . . , φp ∈ R a θ1 ∈ R, . . . , θq ∈ R jsou parametry procesu.



Box, Jenkins a nestacionarita
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Procesy ARIMA(p, d , q)

diferencováńı procesu:

∆yt = yt − yt−1

∆2yt = ∆(∆yt) = ∆yt −∆yt−1 =

= (yt − yt−1)− (yt−1 − yt−2) = yt − 2yt−1 + yt−2

. . .

Proces {yt}, jehož d-tá diference je sḿı̌seným procesem
ARMA(p, q) se označuje jako proces ARIMA(p, d , q).



Po 1. diferencováńı
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ACF a PACF diferencované řady
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Tajenka
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Řada byla generována pomoćı generátoru náhodných č́ısel jako
proces ARIMA(1,1,0), kde parametr φ = 0, 7.



Box, Jenkins a sezónnost

y1 yL+1 y2L+1 . . .
y2 yL+2 y2L+2 . . .
...

...
...

yL y2L y3L . . .

◮ Dlouhodobý aspekt
yt = φ1yt−L+φ2yt−2L+. . .+φPyt−PL+ηt+Θ1ηt−L+. . .+ΘQηt−QL

◮ Krátkodobý aspekt
ηt = ϕ1ηt−1 + ϕ2ηt−2 + . . .+ ϕpηt−p + ǫt + θ1ǫt−1 + . . .+ θqǫt−q

{ǫt} je b́ılý šum

SARIMA (p, 0, q)× (P , 0,Q)L
obecněji SARIMA (p, d , q)× (P ,D,Q)L
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