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Pismenkové zmatky

Upozornéni tykajici se pouzivani velkych a malych pismen v
odborné literatute:
» statistici ob&as aZ pedantsky rozlisuji symboly Y (ndhodnd
veli¢ina) a y (realizace ndhodné veli¢iny; redlné &islo),
» CasovkaFi" (zvldstni druh statistikl) dosti ¢asto pouzivaji
symbolu y pro nahodnou veli¢inu
Omluva: v této prezentaci ob¢as pouZiji pro ndhodnou veli¢inu
velké a ob&as malé pismeno.
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Korelace po sobé jdoucich hodnot

Yir1
Y1
0
Yir1




Bily Sum (white noise)

€, t=...,—1,0,1,...1iid. e ~ N(0,0?),

tj. nezavislé, stejné rozdélené s nulovou st¥. hodnotou.

Bily sum

http://en.wikipedia.org/wiki/White_noise



Procesy MA(1)

Posloupnosti klouzavych sou¢tii Fddu 1 (Moving Average — MA)
rozumime posloupnost ndhodnych veli¢in danou p¥edpisem

Vi = €t + Oer_q,

kde {e;} je bily $um (e; ~ N(0,02)),
0 € R je parametr procesu.



MA(1), theta= 0.9
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Procesy MA(1): stfedni hodnota a rozptyl

VEimnéte si

E(Gt + 9€t—1) = E(Gt) + HE(Et_]_) =0+6-0=0
var(eq + Oer—1) = var(er) + var(fes—1) + 2cov(er, Oer—1) =
var(e;) + 0%var(er—1) = 02 + 620 = 0°(1 + 6?)

: stfedni hodnota a rozptyl jsou v &ase konstantni.



Procesy MA(1): korelace

cov(Ye, Yeic1) = cov(er + Oer—1,€e-1 + Oer_2) =
= cov(er, €r-1) + Ocov(er, €r-2) +
+0cov(er_1,€t-1) + B%cov(er_1,€r2) =
= 040+0var(et_1)+0 =00
cov(Ye, Yiek) = cov(er+ Oer_1,6r i+ 0er 1 k) =
= cov(es,€r_k) + Ocov(er, €r—1-k) +
+0cov(er—1,€r—k) + 02cov(et_1, €r—1-k) =
= 0+04+0+0=0prok>1
P¥ipomefime, Ze var(Y;) = var(Y;_1) = 0?(1 + 6?), tudiz
0

1+ 062
cor(Ye,Yi—k) = Oprok>1

cor( Yy, Yi-1)

V&imné&te si: korelace dvou po sob& jdoucich (ndhodnych) hodnot
procesu je v ase konstantni.



Procesy MA(1): korelace

cor(Yy, Yia)

|cor( Yy, Yio1)| < 1/2



STACIONARITA

U procesit MA(1) jsme ukazali, Ze maji nasledujici vlastnosti:

» stfedni hodnota je konstantni v Case, tj.

E(Y:) = pu pro v8echna t =...,-1,0,1,...
» rozptyl je konstantni v ase, tj.
var(Y:) = o2 pro véechna t = ..., —1,0,1,. ..

> korelace dvou hodnot ndhodného procesu zavisi jen na jejich
vzdalenosti, nikoliv na &ase, tj.
cor(Ys, Yein) = cor(Ys, Ysin) pro libovolné t,s a €asovou
vzdalenost h.

Procesy, které tyto vlastnosti maji, se nazyvaji slabé stacionarni.

DiileZitost stacionarity popisuje Cipra slovy: ,V Box-Jenkinsov&
metodologii Ize modelovat pouze stacionarni asové ¥ady, p¥icemz oviem
pomoci riiznych transformaci (nej¢ast&ji pomoci diferencovani) je mozné
mnoho nestacionarnich &asovych ¥ad z praxe p¥evést na stacionarni.”



AUTOKORELACNI FUNKCE

Autokorela&ni funkci staciondrni ¢asové fady {Y;, t € Z} rozumime
funkci

p:Z — [-1,1]
k +—  cor(Ys, Yiik)

Poznamky:
> rozmyslete si, Ze bez pfedpokladu stacionarity procesu nema
autokorelagni funkce smysl
» jde o sudou funkdi, tj. p(k) = p(—k),
nebot cor(Y:, Yeik) = cor(Ys, Yi—k) (podminka stacionarity)
proto staéi zkoumat autokorel. funkci jen pro k > 0
» p(0) =1, nebot p(0) = cor(Ye, Yr) =1



Autokorelatni funkce procesi MA(1)

Ukazali jsme, Ze
> p(1) = cor(Ye, Yi1) = 1
> p(k) = cor(Ys, Yek) =0 pro k >1

cor(Yy, Yiu)

Graf: autokorelaéni funkce procesu MA(1) s parametrem 6 = 0, 9.



Procesy MA(q)

Posloupnosti klouzavych souttii ¥adu g (Moving Average — MA)
rozumime posloupnost ndhodnych veli¢in danou p¥edpisem

Vi = €+ 0161+ Orer o+ ...+ 04€t_g,

kde {e;} je bily $um (e; ~ N(0,c?)),
01 €R,...,04 € R jsou parametry procesu.



Procesy MA(q): st¥. hodnota, rozptyl, autokorela&ni funkce

E(Y,) = 0
var(Yy) = (1+9%+...+93)'02

Autokorelaéni funkce:

O, + 910k+1 + ...+ ‘9q—k0q
1+674...+02
pk =cor(Ye,Yeuk) = 0 pro k > g

Pk = COf(Yh Yt+k) =

pro k < g

Opét vidime, Ze procesy MA(q) jsou staciondrni.
Odvozeni je jednoduché cvi€enitko — zkuste si.



Procesy MA(q): ptiklady autokorelaénich funkci

MA(2): 6,=1,0, 8,=0,7 MA(2): 8,=-1,0, 8,=0,7

cor(Y, Yiu)
0

cor(Yy Yiu)
-1
|

MA(2): 6,=0,0, 8,=-0,5 MA(3): 6;=1,0, 6,=0,1, 6;=-0,9

cor(Y,, Yiu)
1
|
cor(Y,, i)
-1
|




Pro¢ je pro nas autokorel. funkce dilezita?

» Korela¢ni koeficient umime z dat odhadnout,
» Tedy umime odhadnout, jak vypadd autokorela&ni funkce,

» Podle tvaru odhadnuté autokorel. funkce se mizeme
rozhodnout, jaky model bude vhodny pro nase data.

» Hodnotu odhadu (auto)korelace mizeme vyuZit k odhadu
parametrt (6) daného procesu.



P¥iklad interpretace odhadu autokorel. funkce

> Na zalatku jsme vidéli simulovanych 200 hodnot procesu
MA(1) s parametrem 6 = 0, 9.

» Jeho autokorelagni funkce ma hodnotu 90/181=0, 497 pro
k =1 a je nulova pro k > 1.

» Predstavme si, Ze nevime, Ze jde o proces typu MA(1) a
nezname hodnotu 6.

Odhadnutd autokorelaéni funkce:

Odhad autokorelacni funkce

1.0

ACF
0.6
[

0.2




Odhad autokorel. funkce

» Odhad autokovariancvinl'funkce: )
Ck = %Z?;{((Yt —Y)(Yerk = Y)

» Odhad autokorela&ni funkce:

— Sk
rk—?o



Odhad autokorel. funkce — Bartlettova aproximace

Je-li py =0 pro k > ko, pak

ko
1
var(rk)%; 1+2er2 pro k > kg
j=1



Vyuziti odhadu autokorel. funkce pro odhad parametru 6

Vime
(1) = S
P =1 e

a umime hodnotu autokorelace odhadnout.
p) -2 —0+p(1) = 0

G _ 1-v/1-40)

2(1)

Druhy kofen odpovida procesu, ktery neni invertibilni (vysvétlime
pozdgji).




Jiny typ modelu
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Autokorelagni funkce predeslého procesu

(odhad)

ACF
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Procesy AR(1)

Autoregresnim procesem Fadu 1 rozumime posloupnost ndhodnych
veli¢in {y;} danou p¥edpisem

Yt = ¢yr—1 + €,

kde {e;} je bily $um (e; ~ N(0,c2)),
¢ € R je parametr procesu.



Satcionarita procesti AR(1)

Yt = Qyr—1+ €,
Proces AR(1) nemusi byt staciondrni — zaleZi na hodnotg
parametru ¢.

AR(1): ¢=1,0
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Satcionarita procesti AR(1) — neformalni odvozeni

Yo = O¥i-1ter

i = d(dyro+e1)+ e

Ve = OVeo+ der1+er

Ve = ves+ ot der1+ e
k—1

e = ¢k)’t—k + Z ¢j€t—j7 keN
j=0

Pro |¢| < 1 je ,modry" &len zanedbatelny, zbytek je proces MA,
o némz vime, Ze je staciondrni.
Procesy AR(1) jsou stacionarni, pokud |¢| < 1.



Stacionarni procesy AR(1): stfedni hodnota

E(ye) = E(¢y-1+e)=
= @OE(yi—1) + E(er) =
= ¢E(y)+0
E(ye)(1-9) = 0
E(yt) = 0

VyuZzili jsme p¥edpoklad stacionarity, nejprve v rovnosti E(y;—1) = E(y:),
poté v poslednim kroku, kde |¢| < 1.



Stacionarni procesy AR(1): rozptyl

var(ye) = var(¢ye—1+e€) =

d*var(y:_1) + var(e;) + 2¢cov(y_1,€;) =
d?var(y;) + var(e;) +0 =

= ¢*var(y:) + 0

var(ye)(1 - ¢°) = o

0.2

1

Pozornost si zaslouZi rovnost cov(y;_1,€:) = 0,

uv&domme si, Ze y; je definovdno pomoci minulych hodnot procesu {y;}
a souasné hodnoty bilého 3umu e;. Hodnota v &ase t — 1(y;—1), tedy
musi byt nezdvisla s hodnotou bilého Sumu v &ase t, ktery je z pohledu
Casu t — 1 budoucnosti.

var(ye) =



Stacionarni procesy AR(1): korelace
Pro vypotet pouZijeme vztah, ktery jsme odvodili o 3 slajdy dFive:

k—1
Ve = yek + Zébjﬁt—ja keN

j=0
k—1
cov(ye, ye—k) = COV(éf)k}/tfk + Z e jyyek) =
j=0
k—1
= ¢Fcov(ye i, yei)+ > dcov(ej,ye k) =
j=0
= ¢kCOV()/t—ka}/t—k) +0=
_ ¢k0_2
p(k) = cor(ye, ye—k) = ¢k



Stacionarni procesy AR(1): autokorelaéni funkce
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Potfeba , pfimé" korelace

Yo = Oyr1ter
Yi-1 = QYt-2+ €1

Yt — €t
Y—-1 < €1
Yt-2

> Korelace mezi y; a y:—» je ,pres yr1".

» Existuje vSak mezi nimi ,pfima" korelace?
» KONCEPT PARCIALNI KORELACE



P¥ipomenuti jednoho p¥ikladu z minula

» X: polet pravnikid ve staté Kansas
> Y: polet Uimrti v disledku padu ze schodii v USA

méame k dispozici ddaje za obdobi 1999 az 2008 (10 let)
cor(X,Y)=0,98

1900
T
7600

1700
|

7300

AN\
\

|
(o]
AN
T T
7000

1300
|

—o

—o

1999 2001 2003 2005 2007

rok



P¥ipomenuti jednoho p¥ikladu z minula

» X: polet pravnikil ve staté Kansas
> Y: polet umrti v disledku padu ze schodii v USA
» Z: pocet obyvatel USA

Je mezi X a Y néjaky jiny vztah, nez Ze ob& p¥imo imérné rostou
s rostoucim Z7



Odpovéd na prededlou otazku

» Odhadnéme (linedrni) zavislost X na Z
X = o+ B2+ ex
X =po+ bl
» Odhadnéme (linedrni) zavislost Y na Z
Y BO + BIZ + ey
=B +5 Z
Studujme korelaci veli¢in X — XayY-— \7 tj. zabyvejme se tou
¢asti vztahu X a Y, kterou nelze vysvétlit pomoci Z.

cor(X — )A<, Y — \7) = pX,Y.Z

Parcialni korela¢ni koeficient X a Y pfi daném Z.



Otazka pro Vas!

Jaky byste otekdvali paricdlni korelaéni koeficient X a Y p¥i daném
Z?
> X: polet pravniki ve staté Kansas
> Y: polet Uimrti v disledku padu ze schodii v USA
» Z: polet obyvatel USA
Jde o korelagni koeficient
» rozdilu skute¢ného poétu pravniki v Kansasu a otekavaného
(dle velikosti Americké populace)
» rozdilu skute&ného poltu umrti ... a o¢ekdvaného (dle velikosti
Americké populace)



Otazka pro Vas!

Jaky byste otekdvali paricdlni korelaéni koeficient X a Y p¥i daném
Z?

> X: polet pravniki ve staté Kansas

> Y: polet Uimrti v disledku padu ze schodii v USA

» Z: polet obyvatel USA
Jde o korelagni koeficient

» rozdilu skute¢ného poétu pravniki v Kansasu a otekavaného
(dle velikosti Americké populace)

» rozdilu skute&ného poltu umrti ... a o¢ekdvaného (dle velikosti
Americké populace)

J4a bych olekdval hodnotu blizkou nule.



P¥ekvapeni

px,y.z=0,68

Tak Ze by pfece jen ti pravnici ...



Mozné vysvétleni

» Kansas nebyl v p¥ikladu zvolen (pln& ndhodng&, byl to stat (z

N4

51) s druhou nejsiln&j3i korelaci mezi X a Y.

» Korelaéni koeficient se pohyboval kolem hodnoty 0,91
(median).
> Parcidlni korelaéni koeficient se pohyboval kolem hodnoty 0,19
(medidn).
(Ale po¥ad je tu moZnost, Ze ,pFece jen ti pravnici ..." — Ze existuje
kauzalni vztah mezi poltem pravniki v Kansasu a po¢tem dmrti p¥i padu
ze schodii v USA)



PARCIALNIi AUTOKORELACNI FUNKCE

Parcidlni autokorelaéni funkci staciondrni ¢asové fady {Y;, t € Z}
rozumime funkci

p:7Z — [-1,1]
k +—  pcor(Ye, Yeik),

kde pcor(Yt, Yiik) oznaluje parcidlni korelaéni koeficient veli¢in
Y: a Yiqik pfidanych Yeg1, ..., Yegk—1.



Parcidlni autokorelaéni funkce v procesech AR(1)

Spott&me nap¥.pcor( Yy, Yi—2)

Yi-1 = QY2+ €1
N 1
Yo = Oyt-1+et Yi2 = EYt—l
Yo = ¢yt N 1
Vi — j}t = € Yt-2 = Yt—-2 = —gﬁt—l

~ - 1
PCO”( Y, Yt—2) = cor(yt —Yt)Yt—2 — Yt—z) = COf(€t, —aﬁt—l) =0



Parcidlni autokorela&ni funkce v procesech AR(1)
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Parcidlni autokorela&ni funkce v procesech AR(1) a MA(1)
AR(4)
@ L '31 . & @(—
€ Z"" Ee-2

MA(4)

Q"\ ¥ \



Parcidlni autokorelaéni funkce v procesech MA(1)

—1)k-1gk(1 — ¢2
peor(ye, tr—k) = ( i — 02(§<+1) ) k=23,...

Je omezena geometricky klesajici posloupnosti

|pcor(ye, te—)| < 6]



Parcidlni autokorelaéni funkce v procesech MA(1)

PACF pro proces MA(1) s parametrem 6 = 0,9 PACF pro proces MA(1) s parametrem 6 = 0,5
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Procesy AR(p)

Autoregresnim procesem Fadu p rozumime posloupnost nahodnych
veli¢in {y;} danou predpisem

Vi = O1yt—1+ Qayr2+ ...+ Ppyr_p + €ty

kde {e;} je bily $um (e; ~ N(0,02)),
91 €R,...,¢p € R jsou parametry procesu.



Procesy AR(p): podminka stacionarity, st¥. hodnota,
rozptyl

g2

1—¢1p1— ... — dppp

Podminka stacionarity: vSechna ¥eSeni rovnice

P
1= ¢l =0
j=1

musi leZzet vné jednotkového kruhu.
(pro p =1 ma rovnice tvar 1 — ¢1x = 0, koFen je 1/¢1, podminka
je tedy |1/¢1| > 1, tj/ |p1] < 1, viz dFive)



Procesy AR(p): autokorela&ni funkce

Yi = Owye-1+ oy o+ ...+ pyipt et

YYi—k = O1Ye—1Yi—k + O2Ye—2Vt—k + ...+ OpYi—pYi—k + €tYr—k
Eyeyek = O1Eye-1ye—k + 2Eyr—oye—k + ... + OpEye—pyr—k + Ecryr.
Pk = O1pk—1+ P2pk—2+ ...+ Oppr—p
pro k e N
Soustava prvnich p té&chto rovnic (k =1,...,p) se nazyvd
Yuleova-Walkerova soustava rovnic, jejim ¥eSenim ziskdme hodnoty
parametrli ¢1, ..., ¢p vyjddfené pomoci hodnot autokorelaéni

funkce p1, ..., pp, které umime odhadnout.



Procesy AR(p): parcialni autokorelaéni funkce

pkk =0  prok>p

Odhad PACF pro data simulovana z procesu AR(1) s parametrem
¢=0,0:

0.8
1 1 1 1

Partial ACF
0.4

0.0




Procesy ARMA(p, q)

SmiSenym procesem Fadu p a q rozumime posloupnost ndhodnych
veli¢in {y;} danou predpisem

Vi = O1Yi—1+0ayi—o+. . A Ppyi_ptertbie_1+0rer o+ . AOger—q,

kde {e;} je bily $um (e; ~ N(0,5?)),
preR,...,¢ppcRab; €R,...,0, €R jsou parametry procesu.



Box, Jenkins a nestacionarita
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Procesy ARIMA(p, d, q)

diferencovani procesu:

Ay; = Yr—Yi-1
A2Yt = A(AYt) =Ay; —Ay; 1=
= (vt —ye—1) = (Ve—1 — Yt—2) = Yt — 2¥t—1+ Yi—2

Proces {y:}, jehoZz d-ta diference je smiSenym procesem
ARMA(p, q) se oznaluje jako proces ARIMA(p, d, q).



Po 1. diferencovani

dy
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ACF a PACF diferencované fady

0.8
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Tajenka
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Rada byla generovana pomoci generatoru nahodnych &isel jako
proces ARIMA(1,1,0), kde parametr ¢ = 0,7.



Box, Jenkins a sezénnost

Yi Yi+1 Yer+1
Yo Yiy2 Yoi42

yo  yar 3L
» Dlouhodoby aspekt

Vi = Q1Ye—1+PaYe—ott. .+ Ppyr—pLA N+ O L+ +OQN—qL
» Kratkodoby aspekt
Ne = P1Me—1+ P22+ ... + @ple—p + €t + 0161 + ... + 046t
{e:} je bily 3um

SARIMA (p,0,q) x (P,0, Q).
obecngji SARIMA (p,d, q) x (P,D, Q).
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