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ondrej.vencalek@upol.cz
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Co nás čeká

V prvńı části modelováńı sezónnosti

◮ model konstantńı sezónnosti a model proporcionálńı sezónnosti

◮ Holt-Wintersova metoda

◮ model skrytých period

Ve druhé části úvod do Box-Jenkinsonovy metodologie

◮ stacionarita, autokorelačńı a parciálńı autokorelačńı funkce

◮ procesy MA, AR, ARMA

◮ procesy ARIMA, SARIMA



Připomenut́ı: rozklad č.̌r. na jednotlivé složky
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Aditivńı dekompozice časové řady:

y(t) = Tr(t) + Se(t) + E (t)



Týdenńı periodicita počtu zobrazeńı jisté stránky wikipedie
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Model konstantńı sezónnosti – indexy

Indexováńı času: (i , j), kde

◮ i je č́ıslo sezóny

◮ j je č́ıslo pozorováńı v rámci i-té sezóny

Nap̌r. p̌ri týdenńı periodicitě je pozorováńı s č́ıslem 11 č́ıslováno
dvojićı (2,4), nebot’ 11 = 1 ∗ 7 + 4 (jeden celý týden uběhl, nyńı je
4. den 2. týdne.



Model konstantńı sezónnosti

y(i ,j) = Tr(i ,j) + Sz(i ,j) + E(i ,j)

Sz(i ,j) = βj

tj. efekt sezónnosti je stejný (konstantńı) ve všech sezónách.
Trend může být konstantńı, lineárńı, kvadratický, ...



Model konstantńı sezónnosti (s konstantńım trendem)
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Model:
yi ,j = α+ βj + E(i ,j)



Identifikovatelnost

Představme si délku periody 4.
Následuj́ıćı situace jsou

”
nerozlǐsitelné“:

◮ α = 10
β1 = 1, β2 = 3, β3 = −1, β4 = −1

◮ α = 10, 5
β1 = 0, 5, β2 = 2, 5, β3 = −1, 5, β4 = −1, 5

◮ α = 11
β1 = 0, β2 = 2, β3 = −2, β4 = −2

◮ ...

Muśıme si
”
vybrat“.

Běžně se použ́ıvá jedna z podḿınek identifikovatelnosti:

◮ β1 = 0 (default v R-ku)

◮

∑
βj = 0



Model konstantńı sezónnosti (s konstantńım trendem) –
odhady parametr̊u

◮ MNČ

◮ R-ko: lm(navstevnost∼as.factor(denvtydnu))

parametr odhad p-value

α 482,8 < 0, 001
β2 7,2 0, 662
β3 -13,6 0, 411
β4 -21,4 0, 200
β5 -69,8 < 0, 001
β6 -109.4 < 0, 001
β7 -90.8 < 0, 001



Ne vždy je situace tak jednoduchá

Tatáž časová řada v deľśım horizontu (od začátku roku 2015 do
současnosti). Návštěvnost stránky

http://en.wikipedia.org/wiki/Milan_Kundera
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Odlehlá pozorováńı

Co je ćılem analýzy? Pokud je to odhad efektu dne (v běžné
situaci), pak nám outliery komplikuj́ı situaci, protože vychyluj́ı
odhad pro některé dny.

po
ce

t z
ob

ra
ze

ni
 s

tr
an

ky

po ut st ct pa so ne

30
0

40
0

50
0

60
0

70
0

Nějaká vysvětleńı outlier̊u?



Odlehlá pozorováńı

Co je ćılem analýzy? Pokud je to odhad efektu dne (v běžné
situaci), pak nám outliery komplikuj́ı situaci, protože vychyluj́ı
odhad pro některé dny.
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Výsledné proložeńı
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... bylo źıskáno odhadem efekt̊u jednotlivých dnů na datech, z
nichž byly vyloučeny ťri odlehlé hodnoty (ťri po sobě jdoućı dny).



Anna Atkins

Anna Atkins (16. b̌rezna 1799 – 9. června 1871)
anglická botanička a fotografka; je často považována za prvńı
osobu, která vydala knihu ilustrovanou fotografickými obrázky
(1843: Photographs of British Algae: Cyanotype Impressions)

http://cs.wikipedia.org/wiki/Anna_Atkinsová

http://en.wikipedia.org/wiki/Anna_Atkins

https://www.google.com/doodles
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Model proporcionálńı sezónnosti

y(i ,j) = Tr(i ,j) + Sz(i ,j) + E(i ,j)

Sz(i ,j) = cj · Tr(i ,j)

y(i ,j) = (1 + cj)Tr(i ,j) + E(i ,j)

tj. efekt sezónnosti je multiplikativńı tj. jeho velikost je úměrná
velikosti trendu.
Trend může být konstantńı, lineárńı, kvadratický, ...

∑

j

cj = 0



Holt-Winters (HW)

◮ adaptivńı p̌ŕıstup k trednové složce

◮ ukážeme HW pro lokálně lineárńı trend

◮ p̌ridána složka sezónńı

◮ multiplikativńı a aditivńı verze HW

◮ podstata HW:
”
dvoj́ı optika“



Holt-Winters

◮ yt = Trt + Szt + Et (aditivńı HW)
yt = Trt · Szt · Et (multiplikativńı HW)

◮ Trt = β0 + β1t



Holt-Winters: rekurentńı vztahy pro odhady Trt a Szt

Situace:

◮ Pro všechny časy minulé, tj. τ = 1, . . . , t − 1 máme
T̂r(τ) tedy β̂0(τ) a β̂1(τ),

a Ŝz(τ).

◮ Chceme odhad jednotlivých složek (Trt , Szt , β1) pro
současnost, tj. pro čas t, v němž máme nové pozorováńı yt .



Dvoj́ı optika: trend

◮ yt ≈ Trt + Szt
Trt ≈ yt − Szt
(pohled využ́ıvaj́ıćı novou informaci yt)

◮ Trt = β0 + β1t = β0 + β1(t − 1) + β1
Trt = Trt−1 + b1
(pohled využ́ıvaj́ıćı starých informaćı)

Využit́ı:

T̂r(t) = α
[
yt − Ŝz(t − L)

]
+ (1− α)

[
T̂r(t − 1) + β̂1(t − 1)

]



Dvoj́ı optika: směrnice trendu

◮ Trt = β0 + β1t = β0 + β1(t − 1) + β1 = Trt−1 + β1
β1 = Trt − Trt−1

(pohled využ́ıvaj́ıćı novou informaci)

◮ trend je lokálně lineárńı, tedy
(β1 v čase t) ≈ (β1 v čase t − 1)
(pohled využ́ıvaj́ıćı starých informaćı)

Využit́ı:

β̂1(t) = ξ
[
T̂r(t)− T̂r(t − 1)

]
+ (1− ξ)β̂1(t − 1)



Dvoj́ı optika: sezónńı složka

◮ yt ≈ Trt + Szt
Szt ≈ yt − Trt
(pohled využ́ıvaj́ıćı novou informaci yt)

◮ p̌ri délce sezóny L

Szt ≈ Szt−L

(pohled využ́ıvaj́ıćı starých informaćı)

Využit́ı:

Ŝz(t) = γ
[
yt − T̂r(t)

]
+ (1− γ)Ŝz(t − L)



Váhy α, ξ, γ

◮ hodnoty v intervalu (0,1)

◮ jakou váhu p̌rikládáme novým informaćım a jakou starým

◮ minulé odhady v sobě nesou informace z deľśı minulosti, váhy
tedy určuj́ı, jak rychle

”
zapoḿınáme minulost“

◮ můžeme nastavit tak, abychm minimalizovali chybu predikćı
(viz minule)



Počátečńı odhady

Pǒrebujeme

◮ T̂r0(0) = β̂0(0),

◮ β̂1(0)

◮ Ŝz(1− L), Ŝz(2− L), . . . , Ŝz(L− L)

Jak si je opaťrit?
Třeba odhadem parametr̊u modelu konstantńı sezónnosti
s lineárńım trendem na počátečńım úseku č.̌r.



Predikce pomoćı HW

ŷt+τ (t) = T̂r(t) + β̂1(t) · τ + Ŝz(t + τ − L)

Pokud τ > L, použijeme ḿısto Ŝz(t + τ − L) nejaktuálněǰśı odhad
sezónńı složky odpov́ıdaj́ıćı sezónnosti v čase t + τ , nap̌r.
Ŝz(t + τ − 2L), Ŝz(t + τ − 3L), ...



Model skrytých period

0 1 2 3 4 5 6

−
0.

5
0.

0
0.

5

t

y

yt = 0, 5 · sin(3t) + 0, 25 · sin(10t)



Terminologie

f (t) = A sin

(
2π

T
t + ϕ

)

◮ A ... amplituda

◮ T ... perioda

◮
1
T

... frekvence

◮
2π
T

... úhlová frekvence

◮ ϕ ... fázový posun

◮ t ... čas



Báze prostoru funkćı s periodou T

{
sin

(
j
2π

T
t

)
, cos

(
j
2π

T
t

)}

j∈N0



Model skrytých period

yt = a0 +
H∑

j=1

aj sin(wj t) +
H∑

j=1

bj cos(wj t)

◮ wj =
2π
n
j

◮ H = (n − 1)/2 pro n liché, H = n/2 pro n sudé

◮ n je základńı perioda, n/2, n/3, . . . , 2 vedleǰśı periody

◮ a0, a1, . . . , aH , b1, . . . , bH neznámé parametry



Odhad parametr̊u

MNČ

â0 =
1

n

n∑

t=1

yt = ȳ

âk =
2

n
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t=1

yt sin(wkt) k = 1, . . . ,H

b̂k =
2

n

n∑

t=1

yt cos(wkt) k = 1, . . . ,H



Periodogram
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(â2j + b̂2j )

Označme
Ij = (â2j + b̂2j ), j = 1, . . . ,H

Č́ım věťśı Ij , t́ım v́ıce j-tá perioda p̌risṕıvá k celkové variabilitě
Periodogram pro data o návštěvnosti stránky M.Kundery na wikipedii:
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Periodogram – p̌ŕıklad
Periodogram pro data o návštěvnosti stránky M.Kundery na
wikipedii:
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tedy délka nejvýznamněǰśı periody je 7 dńı čili týden



Př́ıklad – model s jedinou významnou frekvenćı

yt = 440, 3 + 46, 9 sin

(
2π

7
t

)
− 32, 4 cos

(
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7
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)
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Př́ıklad – daľśı významné frekcence

◮ k = 10 ⇒ T = 3, 5 = 7/2: p̌ridáńım této frekvence neńı
porušena týdenńı periodocita

◮ k = 3 ⇒ T = 11, 67: perioda, která poruš́ı týdenńı periodicitu
– úrovně r̊uzných týdnů budou r̊uzné; dlouhodoběǰśı koĺısáńı



Př́ıklad – model frekvenćı 1/7 a 2/7
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Př́ıklad – model frekvenćı 1/7 a 2/7 a 3/35
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