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Dekompoziéni pfistup — o ¢em bude fec ...

» Trendova slozka
» Popis trendu matematickymi k¥ivkami
linedrni, kvadraticky, exponencialni, modifikovany
exponencialni, logisticky, zobecnény logisticky trend
» Adaptivni pFistupy k trendové slozce
— metoda klouzavych priméri
— exponencialni vyrovnavani
» Sezénni slozka
> Regresni pf¥istup k sezénnosti
» Holtova-Wintersova metoda

» Nahodna slozka
» Testy ndhodnosti



Lineadrni trend

Zaledneni Arktidy, mesic brezen

plocha v mil. km2
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Tr(t) = Bo+ fit, prot=1,...,n



Ptiklad — trend zalednéni Arktidy — obrazek

Sea Ice Exient
Mar 2014

median
ice edge

Total extent = 14.8 million sq km



P¥iklad — trend zalednéni Arktidy

Data: Monthly Sea Ice Extent — veFejné p¥istupna na strankdch
National Snow & Ice Data Center http://nsidc.org/

http://nsidc.org/data/docs/noaa/g02135_seaice_index/#monthly extent_image
ftp://sidads.colorado.edu/DATASETS/NOAA/G02135/Mar/N_O3_area.txt
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Linedrni trend — trocha teorie

Y(t) = Tr(t)+E(t), prot=1,...,n
Tr(t) = Po+fut
E(t) ~ N(0,0%), nezévislé

Odhad (vektorového) parametru 3 = (5o, $1) metodou
nejmensich &tverci, tj. minimalizujeme >_7_, (Y (t) — (Bo + Bit))?

1 1
1 2
X=1 . -
( 1 )
b= (X'X)"X'Y,
s?2 = 5 2 (Y(t) — by — byt)?
Vlastnosti odhadu:
> Eb e ﬁ
» Varb = 0?(X'X)~!

» b m3 norm3lni rozdé&leni




Predikce hodnoty Y(T)

» Bodovy odhad:

Y(T) = Tr(T)+E(T)=po+ 5T+ E(T)
Y(T) = Tr(T)+E(T)
Y(T) = bo+bT

» Intervalovy odhad:

Y(T) — (bo +b1T) = (504-517_-1- E(T)) — (bo + blT) ~
N (0,02 + (1, T)Var(b)(1, T)')

bo+ by T £t (1 - %) s\/1+ (L T)(X'X)1(1, T,

kde th—2 (1 — §) je (1 — §)-kvantil Studentova rozd&leni o
n — 2 stupnich volnosti (viz nasledujici pozndmka).



P¥ipomenuti: pojem kvantil

(pro spojitd rozdéleni)

Méame déno
» rozdéleni ndhodné veli¢iny X
(nap¥. Studentovo rozdéleni o 34 stupnich volnosti)
» a€(0,1)
Ptadme se, pro jaké x plati P(X < x) = «a.
Tuto hodnotu nazyvame a-kvantilem daného rozdéleni.



Linedrni trend: predikce

Zaledneni Arktidy, mesic brezen, predikce na rok 2015

15.5
|

plocha v mil. km2

T T T T T T T T
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015



Kvadraticky trend

Zaledneni Arktidy, mesic rijen

plocha v mil. km2
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t

Tf(f)=5o+51t+62t2, prot=1,...,n



Linearni nebo kvadraticky trend?

Zaledneni Arkiidy, mesic rijen
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Linearni nebo kvadraticky trend?

Tr(t) = Bo + Pt + Bat?,

Testujeme hypotézu H: B2 = 0 (proti oboustranné alternativé)

> model2 = 1lm(y~t+I(t"2))
> summary (model2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)
(Intercept) -8.366e+03 2.872e+03 -2.913 0.00638 **
t 8.451e+00 2.877e+00 2.937 0.00599 x*x*
I(t"2) -2.132e-03 7.205e-04 -2.959 0.00567 *x*

P — value = 0.00567 < 0.05, tedy zamitdme hypotézu nulovosti
paremtru (3, volime kvadraticky trend.



Kvadraticky trend — trocha teorie

Y(t) = Tr(t)+E(t), prot=1,...,n
Tr(t) = fo+ Put+fot?
E(t) ~ N(0,0%), nezdvislé

Odhad (vektorového) parametru 3 = (5o, 51, f2)" metodou

nejmensich &tvercd, tj. minimalizujeme

>t (Y (t) = (Bo + Brt+pat?))?

1 1 1
1 2 4
X( S J
1 o0 2
b= (X’X)_IX’Y,
s? = 2 (Y(t) — bo — bt — byt?)?
Vlastnosti odhadu:
| 4 Eb = ﬁ
» Varb = o?(X'X) !
» b m3 normdlni rozdé&leni




Predikce hodnoty Y(T)

> Bodovy odhad:
Y(T) = Tr(T)+E(T)=pBo+ brT+BT>+E(T)
Y(T) = Tr(T)+E(T)
?(T) = b0+b1T+b2T2

» Intervalovy odhad:Y(T) — (by + by T+by T?) ~
N (0,02 + (1, T, T?)Var(b)(1, T, T?))

bortbi Tba T2kt (1= ) 5/1+ (LT, TH(X'X) (L, T, T2),

kde th—3 (1 — §) je (1 — §)-kvantil Studentova rozd&leni o
n — 3 stupnich volnosti.



Varovani pred polynomy vyssiho stupné

Zaledneni Arktidy, mesic rijen, roky 1979-1984
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Varovani pred polynomy vyssiho stupné

Zaledneni Arktidy, mesic rijen, roky 1979-1984
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Exponencidlni trend

Pocet tranzistoru v mikroprocesorech
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Exponencialni trend — p¥iklad (Moorelv zakon)

Moorliv zdkon je empirické pravidlo, které roku 1965 vyslovil
chemik a spoluzakladatel firmy Intel Gordon Moore. Pivodni znénfi
bylo: ,,polet tranzistord, které mohou byt umistény na integrovany
obvod se pFi zachovani stejné ceny zhruba kaZdych 18 mésicii
zdvojnasobr.” Takovyto riist se nazyvd exponencidlni.

SloZitost dneSnich procesorli se pomé&fuje pfedeviim poctem
tranzistor(i v nich zapojenych. Rychlost ristu poétu tranzistordi na
plosné jednotce se Casem zpomalila a nyni se jejich pocet
zdvojnasobuje pFiblizné jednou za dva roky.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Mooreuv_zakon



Mooretv zakon — data

Processor Transistor.count Date.of.introduct.

1 Intel 4004 2300 1971

2 Intel 8008 3500 1972

3  MOS Technology 6502 3510.00 1975

4 Motorola 6800 4100 1974

5 Intel 8080 4500 1974

6 RCA 1802 5000 1974

7 Intel 8085 6500 1976

8 Zilog Z80 8500 1976

9 Motorola 6809 9000 1978

10 Intel 8086 29000 1978
80 12-core POWERS 4200000000 2013
81 15-core Xeon lvy Bridge-EX 4310000000 2014
82 62-core Xeon Phi 5000000000 2012
83 Apple A7 (“mobile SoC") 1000000000 2013
84 Xbox One main SoC 5000000000 2013
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Graf Il — po logaritmické transformaci

Pocet tranzistoru v mikroprocesorech
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Exponencidlni trend

Tr(t) = a-pt
log(Tr(t)) = log(a) + tlog(p)
log(Tr(t)) = ao+tho

P¥i ozna&eni

> Qg = |Og(0€),

> fo := log(B).



Linearni chovani logaritmované veli¢iny
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Jaky logaritmus mam pouZit? (To je jedno!)

logy(7r(t)) = ao+fot
:logqp2
log1o(Tr(t)) = ag + Bot
:In10
In(Tr(t)) = ag" + Byt



Odlogaritmovani
» PYi pouziti logaritmu o zadkladu 2:

logy(Tr(t)) = o+ fot
Tr(t) = 200thet =200 (2f)t = . gt
tedy a=2% 3 =25

> P¥i pouziti logaritmu o zdkladu 10:

log1o(7r(t)) = g+ Bot
Tr(t) = 10%tFt =10% . (10%)t = o - ¢
tedy o =10%,3 =10%
> P¥i pouziti logaritmu o zdkladu e:
In(Tr(t)) = aog" + 5"t
Tr(t) = e A7t = g% . (%7)t =

tedy a=e%  B=¢e%



Vyznam parametru (3

Tr(t) = a- Bt
Tr(t+1) = a-ptt
Tr(t+1) a-ﬁt“_ﬁ

Tr(t) a-ft

Hodnota sledované veli¢iny se za jednotku ¢asu (3-ndsobi.
(podil je konstantni v &ase — tempo ristu je stalé)



Za jak dlouho se pocet tranzistor(i zdvojnasobi?

Hleddme takovou hodnotu A, pro kterou plati

Tr(t+A)

O

Upravme

Tr(t+A)_aﬁt+A_ A
CO

Resme (logaritmovanim)
Alog, 5 =1

Odtud
A =1/log,



Exponencidlni rist poltu tranzistori v mikroprocesorech

Tr(t) = 668,5 - 1,428
kde za t dosazujeme 1,...,44 pro roky 1971,...,2014.

A=1,95

Nase analyza potvrzuje zdvojnasobeni poctu tranzistor(i za dobu
pFiblizné 2 let.



Omezeni modelu

Dne 13. z4¥ 1995 Gordon Moore v rozhovoru uvedl, Ze toto (jeho)
pravidlo nemiZe fungovat v neomezeném mé¥itku: , Tak to nemiZe
pokracovat napordd. Povaha exponencial je takova, Ze je tla¢ime
mimo limity a nasledné nastane pohroma“. Také poznamenal, Ze
tranzistory eventudln& dosdhnou limitu miniaturizace (zmen3ovani)
na atomarni drovni ...

http://cs.wikipedia.org/wiki/Mooretuv_zdkon



Exponencidlni riist — Sachova legenda

Sissa ben Dahir
1+2+4+8+...



Exponencidlni riist — Sachova legenda

Sissa ben Dahir
1+2+4+8+...

14+2V+224+ 234+ ... 429 =264 _ 118000000000 000 000 000



Poznamka k odhadu parametrt

Misto minimalizace vyrazu

Z(Iogyt —loga — tlog 3)?

t

se nékdy doporuluje uvazovat metodu nejmensich vazenych
¢tvercl, tj. minimalizujeme

) we(logy: — loga — tlog 8)

t

Typicky se voli w; = y?.



a>0,0>1..

Tr(t)

Tr(t)

a>0, b>1 a>0, 0<b<1
g

a<0, 0<b<1 a<0, b>1
g




Modifikovany exponencialni trend

Pocet obyvatel Japonska 1971-2000
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Odhad parametri

Logaritmovani ndm nepomiiZe.
Mozna FeSeni:
» metoda postupnych soucti
» metoda vybranych bodi
» metody nelinedrni regrese (doporugeno, R-ko: n1s())

> ...



Metoda postupnych soutti

Rozdé&lime ¥adu na t¥i stejn& dlouhé tseky délky m (pokud potet
pozorovani neni dé&litelny tfemi, jedno nebo dv& prvni vynechdme)

Tr(t)=(y+ o)+ (v +af’) +...+ (v +af") =

NE

m
Z}/t ~
t=1

Il
-

t

= i(7+aﬁt)=mv+aiﬁt=mv+aﬂ(’g'ﬂ_zl)
t=1 t=1
Podobné&

t=2m+1



Metoda postupnych soutti

2 D3Vt = DoVt 1/m

’o= (Zz yr — 21 Yt>

a = B B Z}’t Z}’t

5= [Z ye— aB(E ~ 1)/(B - 1)]



Nelinedrni regrese - metoda nejmensich vazenych &tvercli

R: n1s()

Nutno zadat pocateéni odhady parametri.

K jejich ziskdni vyuZijeme interpretace parametrii:
» v = limioo v + aft = limi_oo Tr(t) nebot (0 < beta < 1)
» a=v— Tr(0)

> B : pramérny podil TED—Y

Tr(t)—y



Residua

Residua pri pouziti modif.exp.trendu
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Logisticky trend

Rust slunecnice
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Logisticky trend — dal$i moZné parametrizace

Tr(t) = ﬁ
Tr(t) = ﬁ
T = e
Tr(t) = 1++7t

P¥i ozna&eni
> 7=
> 6* e 76
> 'Y** — e'y*

> O — e§*



Logisticky trend — interpretace parametrii

Tr(t)

> o ...

> ...
> .

Logisticka krivka Derivace logisticke krivky

ay/4

derivace(Tr(t))

asymptota

¢as nejrychlejsiho ristu

konstanta uréujici mé¥itko x-ové osy



Logisticky trend — odvozeni

OTr(t)

5 Tr(t) - [a — Tr(t)]

Vice viz Vencalek, O: Stochastické modelovani epidemii (DP)

https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/44266/



Zobecnény logisticky trend — Richardsova kfivka

1
Tr(t) = « [1 — (1 —w)e E=0) 17
Rychlost rastu:
> w < 2 ... na polatku rychly vzestup, pozvolny pokles na konci
» w =2 ... stejné rychly vzestup jako pokles (logisticka k¥ivka)

> w > 2 ... na polatku pozvolny narist, rychly pokles na konci

Terminologickd pozndmka:
w — 1... Gomperzova k¥ivka, w = 0... von Bertalanffyho kf¥ivka
Rastové k¥ivky, S-k¥ivky, sigmoiddini k¥ivky
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Metoda klouzavych priiméri

Kurz EUR/CZK - rok 2014

Kurz
278 28.0
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02/01 03/03 02/05 01/07 01/09 03/11 31/12

Tr(t) = Po(t)+Bi(t)T+...+6,(t)7", proT=t—m,...,t+m



Kurz EUR/CZK

Data:

https://www.cnb.cz/cs/financni_trhy/devizovy_trh/
kurzy_devizoveho_trhu/vybrane_form. jsp



Jednoduché (prosté) klouzavé primé&ry p¥i délce okna 15

‘Okno’ delky 15 na pocatku rady
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m =17, tj. délka okna 2m + 1 = 15,
r =0, tj. lokdlné konstantni trend,
pak y; = TIHZT:_myHT pot=m+1,....,n—m.



Otazky k zodpovézeni

Jak volit délku okna, tj. jak volit m? (délka okna je 2m + 1)
Mize byt délka okna suda?

Jak volit ¥ad polynomu, kterym ¥adu lokdIn& prokladdme, tj.
jak volit r?

Jak se vyporadat s po¢atecnim a s koncovym Ulsekem Fady a
jak postupovat p¥i predikci?

v

v

v

v



Kurz

Kurz

residua
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Kdy potfebujeme sudou délku okna?

Umele vytvorena rada s periodou delky 4

Obréazek: vyrovnani Casové ¥ady s konstantnim trendem a s délkou
periody 4 pomoci klouz. primér{i p¥i délce okna 5.

» Suda délka periody — suda délka okna

» Centrované klouzavé priiméry



Centrované klouzavé priiméry

» Stfed ,,prvniho" okna délky 2m je v &ase
(1+2m)/2=m+0.5,

> . Ymros = (1 ty2 + ...+ yom)/(2m),

» Stfed ,,druhého” okna délky 2m je v Ease
(24+2m+1)/2=m+ 1.5,

> tj. Ymy1s = (V2 + ...+ Yom + yomy1)/(2m),

> Ym+1 = (Ym4+05 + Ymt15)/2 =
ﬁh + %)/2 + #ya + ...+ %yzm + ﬁyzmﬂ-



VaZené klouzavé priiméry

D3 se ukdzat, Ze proloZeni polynomu vy¥§iho stupné (r > 1) je
ekvivalentni vypoctu vaZzeného priiméru pozorovani v okn&. Vahy,
které pfitom davame jednotlivym pozorovanim, je tfeba dopoditat.

P¥iklad:
m = 3,r =2, tj. prokldddme parabolu (polynom 2. studng&) v okn&
délky 2m+1 = 7. Pak

V., — — _|_i _|_£ _|_l _|_£ _|_i _|_;2
Yt = 21)/r—3 21}’t—2 21%—1 21)/t 21)’t+1 21Yt+2 21Yt+3



Porovnani prostych a vaZenych priméri p¥i stejné délce okna 7

Kurz EUR/CZK - rok 2014
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Jak se vyporadat s pocatecnim a s koncovym lsekem fady
a jak postupovat pfi predikci?

»Zajedeme" s oknem na zalatek &i na konec Fady a tam proloZime
ptislusny polynom. (jako bychom zapomnéli na viechna dal3i
porozovani kromé& poslednich (prvnich) 2m + 1, na nichz
prokldaddme pFislusny polynom, ktery pak mizeme pouZit k
predikci.

Pozor: &im vySsi stupen polynomu, tim bliZe jsou vyhlazené
hodnoty skute¢né& pozorovanym hodnotam, ale pozor, predikce
mohou byt dosti nestabilni (viz varovani tykajici se predikce
pomoci polynomu).



Volba ¥adu pouzitého polynomu r

» Cipra popisuje ,,objektivni kritérium volby ¥adu klouzavych
pramé&rd" (str. 49-51),

» doddva vsak: ,,V posledni dobé se zadinaji také hledat
numericky jednoduché metody, které by urcily ¥ad klouzavych
primé&rid jako hodnotu minimalizujici vhodné zkonstruované
kritérium*.

Poudent:

» Zkusme rtizné hodnoty pro r (¥ad polynomu): r =0,1,2,3 a
divejme se, jak dobré budeme mit predikce. To miizeme
zhodnotit nap¥. pomoci

» stfedni Etvercové chyby (MSE = Mean Squared Error)
o (ye = ¥e)?/n,
» stfedni absolutni odchylky (MAD = Mean Absolute Deviation)
St lye =yl /i,
&i jiné ,ztratové funkce" odraZejici ,,cenu chyby v
predpovédi”. Vyberemu tu hodnotu r, pro kterou jsou

VN4

uvedenych ztratovych funkci).



Exponencidlni vyrovnavani

Kurz EUR/CZK - rok 2014
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Tr(t) = fo(t) JEDNODUCHE EXP.VYROV.
Tr(t) = Bo(t)+ Bi(t)r  proT=—1,-2,... DVOJITE EXP.V.



Exponencidlni vyrovnavani — ureni parametri

M&jme dan pevné
» as t, v némz se snazime odhadnout hodnotu (lokdl.) trendu,
» vyrovnavaci konstantu o € (0,1).

Parametry (o(t), 51(t) popisujici lokdIni trend uréime z rovnic

» Jednoduché exp. vyrovnavani
o
min > [ye—r — fo(£)2a”
HEPS

» Dvojité exp. vyrovnavani

o

i 2 T
so(bin ;} [ye—r = (Bo(t) + Ba(t)(—7))]" @
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Exponencidlni vyrovnavani — véhy
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Jednoduché exponencidlni vyrovnavani

Jednoduche exponencialni vyrovnavani
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Jednoduché exponencidlni vyrovnavani
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Dvojité exponencialni vyrovnavani

Dvojite exponencialni vyrovnavani
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Dvojité exponencialni vyrovnavani
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Jednoduché exponencidlni vyrovnavani
— rekurentni vztah pro odhad hodnot [y(t)

min Z[Yt T 60 ]2 T

Bo(t)

0

Dot )Z[)/t r = Bo(t)]°a” = 272‘6[}’1‘ = Bo(t)]a”

3" yeera” = o) 3o = Aolt)
=0 7=0

fo(t) = (1-a)Y yira”
7=0

-yt (1-a)Y yera”

= (I-a)ye+abo(t—1)

Poznamka: Bo(t) = ¥ (vyrovnana hodnota)
Poznamka: Problém urgeni ¥y



Dvojité exponencialni vyrovndvani — volba «

residualni soucet ctvercu
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Dvojité exponencialni vyrovndvani — volba «

Volba alfa - dvojite e.v.
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Jednoduché exponencidlni vyrovnavani — volba «

Volba alfa - jednoduche e.v.
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Srovnani s cvienou opici

74

Co dé&la cvitend opice: predikuje zitfej$i hodnotu hodnotou z dneska.
Celkova ¢Etvercova chyba predikce:

> exp. t¥idéni s optimalizovanou volbou a: 0,301

> cvicend opice: 0,300
Zavér: cviena opice v tomto pt¥ipadé vitézi nad exponencidlnim
vyrovnavanim.
Pouceni: ne vZdy plati, Ze ¢im sofistikovan&j$i metoda, tim lepsi vysledek.

Pozndmka: kdo umi v predikci kurzu vyrazné& porazit cvi¢enou opici,
zbohatne.



Teorie efektivnich trhu

1965 — Eugene Fama (NC 2013)

Tzv. slaba forma teorie efektivnich trha ¥ika, Ze na zaklad&
technické analyzy minulych statistickych tvar(i nelze ceny akcii na
burze pfedvidat. , Grafa¥ské techniky” museji tedy nevyhnutelné

selhat.
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