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Opakovani pojmi z linedrni algebry

Matice A se nazyva symetricka, jestlize pro vSechny jeji prvky platf
ajj = dji.

Symetrickd matice A se nazyvd pozitivné semidefinitni, jestlize

pro kazdy sloupcovy vektor x plati:

x| Ax > 0.
Redlna (nebo komplexni) &isla A;, pro které plati

Au;:)\,-u,-, /:1,...,n.

7 s

se nazyvaji vlastni €isla matice A a vektory u; # 0 se nazyvaji
vlastni vektory matice A.
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Opakovani pojmi z linedrni algebry

Véta - spektralni rozklad realné symetrické matice A:

Necht A € R™" je symetrickd matice. Pak existuji ortogondIn{
matice U € R™" a diagondlni matice D € R™" tak, Ze plati:

A= UDUT.

Pozn. Matice D je diagonalni matice, jejimiz prvky jsou vlastn{
¢isla A1, Ao, ..., Ay matice A a U je ortogondlni matice
normovanych vlastnich vektord psanych do sloupcl, odpovidajicich
po fadé& ptislusnym vlastnim &islim A1, A2, ..., Ap.
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Motivace

Analyza hlavnich komponent (Principal Component Analysis,
PCA)

Motivace: Nahrazeni velkého poétu vstupnich promé&nnych
mnohem mensim poétem novych proménnych tzv. komponent bez
vEtsi ztraty podstatné informace o vstupnich datech.

Od novych promé&nnych se poZaduje, aby maximaln& reprezentovaly
ptvodni proménné. U metody hlavnich komponent se poZaduje,
aby nové prom&nné (linerni kombinace plvodnich promé&nnych) co
nejvice vysvétlovaly variabilitu pivodnich promé&nnych.
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Historie vs. sou¢asnost

Historie

s

1901 - Karl Pearson ... popisnd statistickd metoda, slouZici k
redukci dat

1933 - Harold Hotelling ... zobecnéni postupu na ndhodné vektory
a navrh pouZiti pro rozbor kovarianéni struktury proménnych
Souéasnost:

soulast exploraéni analyzy dat
pomocnik jinych metod analyzy vicerozmérnych pozorovani

samostatna metoda vicerozmé&rné analyzy proménnych
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Definice hlavni komponenty

UvaZujme populaci s p-rozmérnym ndahodnym vektorem
X = (X1,...,Xp), ptitemZ ndhodné veli¢iny Xy, ..., X, maji
p-rozmé&rné normalni rozdéleni s vektorem stfednich hodnot

= (p1,...,p1p) a kovarian&ni matici
DX1 . COV(Xl, Xp)
= : :
cov(Xy,X,) ... DX,

P¥edpoklddejme, Ze zndme p, L. Oznalme vlastni &isla matice &
po fad€ A\; > Ao > --- > A, a pFisludné ortonormalni viastni
vektory vi,vo,..., Vp.
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Definice hlavni komponenty

Nahodnou veli¢inu Y; definovanou vztahem

Y1 =vaa (X1 — 1) + via(Xe — pi2) + - -+ + vap(Xp — p1p)
nazyvame prvni hlavni komponenta ndhodného vektoru X.

Analogicky definujeme Y5,...,Y,, kde r < p.

Pozn: Koeficienty LK u prvni hlavni komponenty jsou tvofeny
soutadnicemi vlastniho vektoru vi = (v11, vi2, ..., Vv1p)
odpovidajicimu nejv&tsimu vlastnimu &islu A\;. Obdobn& u
ostatnich hlavnich komponent.
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Vlastnosti hlavnich komponent

Rozptyl DY, r-té hlavni komponenty Y, je roven r-tému vlastnimu
¢islu A\, kovarianéni matice ¥, tj

Pro variabilitu, tj. soucet rozptyli, r < p hlavnich komponent plati

DYi+ -+ DYy = A1+ -+ A\
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Mira vyznamu r-té hlavni komponenty Y,

Mirou vyznamu r-té hlavni komponenty Y;, z hlediska vysvétlované
celkové variability veli¢in Y1, Yo, -+, Y,, je podil
DY, Ar Ar

DYi +DYo+ -+ DY, trA A+ Ao+ + A

Pozn. Obecné Ize takto dosdhnout stavu, ve kterém (plny systém

vdech r = p komponent Y1, Y2, -+, Y, jednozna&n& (beze zbytku)
vysvétli celkovy rozptyl vychozich ndhodnych veli¢in
X1, X2, -+, X,. V praxi v8ak preferujeme stav, kdy polet hlavnich

komponent r << p, tj. r bude mnohem niZ&i nez p. Obvykle se za
idedIni povazuje 2 - 7 hlavnich komponent, i kdyz rozmé&r p
zadanych dat je mnohem vyssi.
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Komponentni skére (komponentni véhy)

Pro Gcely prakticky zamé&Fenych statistickych analyz zavadime
pojem komponentni skére (komponentni vaha). Poditdme
hodnoty hlavnich komponent zvld$t pro kaZdou vybé&rovou
jednotku. Ozna€me jako x; vektor hodnot i-té jednotky souboru

(i=1,--,p).
Komponentni skére (komponentni vdha) r-té hlavni komponenty u
i-té jednotky je definovano nasledujicim vztahem:

Yir = VrT(XI'_:u)a r=1,2,--- 7R7 i=12,---,p.
kde vlastni vektory v; spliiuji ortonormalizaéni podminku:

viv=1r=1,2---,R.

r
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Teoreticky priklad 1

M&jme ndhodny vektor X = (X1, X2) s vektorem st¥ednich hodnot
= (2,3) a kovaria¢ni matici

s (52)

Najdéme hlavni komponenty ndhodného vektoru X = (X1, X2).
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Teoreticky priklad 1

ReZeni: Nejprve najdeme vlastni &isla kovarianéni matice X:
O=det(X—M)=(5-XN)(1-X)—4=X—-6)\+1

Vlastni &isla: A; = 5,83, Ao = 0,17. Vypo&tené podily

DYi MM .58,
DY; +DYs M+ st 6 7
DY A X . 0,17

2 2 _ A2 010 g

DY, +DYs M+X st 6

ukazuji v tomto pFipadé na vhodnost volby jedné hlavni
komponenty.
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Teoreticky priklad 1

Ur¢eme tvar této hlavnich komponenty. Normovany vlastni vektor
odpovidajici vlastnimu &islu A; je roven v; = (0,38;0,92), tedy

Yy = (0,38;0,92)T-[(X1, Xo) — (2,3)] = 0,38-(X;—2)+0, 92-(X>—3).

Prvni hlavni komponenta:

Y1 =0,38-(X; —2) + 0,92 (X, — 3).
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Na zavér uréeme je$té komponenti skére y; prvni hlavni
komponenty Y; pro jednu konkrétni realizaci nap¥. x = (2,1;3,2)
ndhodného vektoru X = (X1, X»):

y1=0,38-(2,1-2)+0,92-(3,2—3)=0,22.
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Teoreticky priklad 2

M&jme ndhodny vektor X = (X1, X2) s vektorem st¥ednich hodnot
= (2,3) a kovaria¢ni matici

10 1
s (01)

Najdéme hlavni komponenty ndhodného vektoru X = (X1, X2).
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Teoreticky priklad 2

ReZeni: Najdeme opé&t nejprve vlastni &isla kovariangni matice ¥:
0=det(X—A)=(10—-X)(9—\) —1=X%—19) + 89.

Vlastni &isla: A; = 10,62, A, = 8,38. Na vhodnost volby dvou
hlavnich komponent v tomto pfipadé ukazuji vypoctené podily

DY; A A 10,62
1 1 Lo 19,02 - ghe

DY1+DY2:)\1+)\2_E_ 19

DY _ da e .838.,,
DY, +DY> M+ str 19 "
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Teoreticky priklad 2

Vlastni vektory: v; = (0, 85;0,53), vo = (0,53; -0, 85).

Vektory vi, v, jsou ortogondlni (kolmé).

Vypocet prvni hlavni komponenty Yi:

Y1 = (0,85;0, 53)T-[(X1, X2) —(2,3)] =0,85:(X1—2)+0,53:(X2—3).
Vypocet druhé hlavni komponenty Y5:

Ys = (0,53,-0,85)" [(X1, X2) — (2,3)] = 0,53-(X;—2)—0, 85-(X,—3).
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Teoreticky priklad 2

Prvni a druha hlavni komponenta:
Y1 =0,85- (X1 —2)+0,53- (X2 — 3),
Y>=0,53- (X1 —2)—0,85-(Xz — 3).
Komponentni skére y1,y» komponent Y7, Y2 pro x = (2,1;3,2):
y1 =0,85-(2,1-2)+0,53-(3,2—3)=0,19,

y2=0,53-(2,1—2)—0,85-(3,2—3) = —0,12.
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PCA ve vybéru

P¥i praktickych tlohdch nezndme kovarianéni matici X, ale pouze
jeji proté&j¥ek ve vybéru, tj. vyb&rovou kovarianni matici S.
Doplnime-li ptedpoklady o vicerozm&rném rozdéleni Xy, X, ... X,
o predpoklad vicerozmé&rné normality, |ze dokdazat, Ze vlastni &isla a
vlastni vektory vypoctené z vyb&rové kovarianéni matice jsou
maximalné vérohodnymi odhady svych prot&jski ze zakladniho
souboru. Bez predpokladii normality pljde zpravidla jen o
konzistentni odhady. P¥isluinym y? testem na zav&r obvykle
testujeme hypotézu o rovnosti " zbyvajicich” vlastnich &isel
(podstatnych je prvnich r komponent), tj. hypotézu

Ho: Ag1=--=Xp.
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Geometricky vyznam PCA

Projekce p-rozmérného eukleidovského prostoru do prostoru nizsi
dimenze r (projekce p prom&nnych do r komponent).

Pokud nastane p¥ipad, kdy r = p, nedochdzi k redukci poctu
proménnych, tedy k projekci do nizsi dimenze, ale k rotaci ptvodni
soufadnicové soustavy do sméru maximalniho rozptylu shluku

bodi.

Transformace p sou¥adnic systému do r komponent reprezentovana
matici VT, jejiz ¥adky tvo¥i prvnich r vlastnich vektorii vyb&rové
kovarianéni matice S, tedy umoZiiuje zachytit na nékolika prvnich
osach maximum informace o prostorové struktu¥e souboru
vicerozmérnych pozorovani.
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Ptiklad ¥eSeny pomoci Statgraphicsu

Formulace problému Mame k dispozici zdznam hodnot krevniho
tlaku od 177-mi pacientd, ktefi jsou sledovani v kardiologické
ambulanci. Hodnoty krevniho tlaku byly mé&feny kazdych 30 minut,
u kaZzdého pacienta bylo naméfeno 48 hodnot v pribé&hu 24 hodin.
Déle mame k dispozici informaci, zda pacient uziva & neuziva
beta-blokatory.
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Ptiklad ¥eSeny pomoci Statgraphicsu
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Ptiklad ¥eSeny pomoci Statgraphicsu
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Ptiklad ¥eSeny pomoci Statgraphicsu

ReZeni problému pomoci software Statgraphics, verze 5.
Vstupni datovd matice 177 x 48 (48 tdaji u 177-mi pacienti).

Statgraphics vyhodnotil v tomto p¥ipadé jako reprezentativni pocet
osm hlavnich komponent (pro A > 1) vysvétlujicich 69% variability
prom&nnych. Cty¥i dominantni hlavni komponenty (pro A > 2)
vysvétluji 58% rozptylu promé&nnych. Prvni hlavni komponenta
vysvétuje variabilitu prom&nnych ze 40%.

Vstupni datovd matice 177 x 48 je tedy redukovdna na matici
177 x 8, resp 177 x 4.
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Vystupy ze Statgraphicsu

Table of PCA
C.n. | Eigenvalue | % of Variance | Cumulative %
1 19,32 40,25 40,25
2 3,71 7,72 47,97
3 2,50 5,21 53,18
4 2,32 4,83 58,00
5 1,73 3,60 61,60
6 1,31 2,74 64,34
7 1,23 2,57 66,90
8 1,04 2,17 69,07
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Vystupy ze Statgraphicsu

3D Scatterplot
o™ 41
g 21
§ oa
g 19 3
S 39 1
O "4 24 04 53

=04 16 36 56 Component 2

Component 1
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Vystupy ze Statgraphicsu

U vystupu je podstatny polet hlavnich komponent. Pro doplnénf
uved me nap¥. tvar prvni hlavni komponenty (X; jsou uvedeny ve
standardizované podobg):

Y1 = 0,17+ h0+0,17 % h0, 30 +0,18 % h1+0, 17 % h1,30+0,12 % h10+0, 12 % h10, 30+
+0,12%h1140,09 h11,30+0,13h12+0,12%h12,30+0, 13% h13+0, 13% h13,30-+
40,13 h14+0,13h14,30+0, 14+ h15-+0, 15% h15,30+0, 15+ h16+0, 15 h16, 30+
+0,11%h17+0,12%h17,30+0,15%h18-+0,14%h18,30+0, 14% h19+0, 15 h19, 30+
+0,17 % h2 40,17 % h2,30 + 0, 14  h20 + 0, 15 % h20, 30 + 0, 17 % h21 + 0, 16 * h21, 30+
40,16 % h22 + 0,16 % h22,30 + 0, 16 % h23 + 0, 17 % h23,30 4+ 0, 17« h3+ 0, 16 * h3, 30+
40,16 % h4 + 0,16 + hd, 30 + 0, 16 x h5 + 0,16 * h5,30 + 0,13 % h6 + 0, 13  h6, 30+

40,11 % h7 + 0,00  h7,30 + 0,11 * h8 + 0,13 % k8,30 + 0, 11 x h9 + 0, 11 * h9, 30.
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Porovndni vysledkl s ddaji znamymi z medicinské praxe

Z medicinské praxe je zndmo, Ze u Gdaji postupné méfenych tlaki
bé&hem dne je podstatny vliv [éku, tzv. beta-blokatoru, ktery
upravuje hodnoty krevniho tlaku. Provedli jsme tedy nasledujici
srovnani:

Prvni hlavni komponenta - vliv beta-blokdtoru, vysvétluje
variabilitu ze 40%. Jednd se tedy o velice silny latentni faktor
ovliviiujici hodnoty krevniho tlaku.
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Porovndni vysledkl s ddaji znamymi z medicinské praxe

Dalgich sedm hlavnich komponent (celkem vysvé&tluji variabilitu z
29%), nemaji jiz tak silny vliv na hodnoty krevniho tlaku:

zdravy/nemocny

sekundarni hypertenze - vliv jiného onemocnéni

obezita

dédi¢né faktory

chronicky stres

@ nadmé&rné solenti,

nadmérna konzumace kavy a &aje
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Shrnuti ziskanych vysledkdi

Analyzovanim vstupniho datového souboru metodou hlavnich
komponent jsme zjistili polet dominantnich latentnich vlivi, které
mohou ovliviiovat data, tedy hodnoty namé¥eného krevniho tlaku v
pribéhu 24 hodin tzv. holterovskym typem méfeni. PCA odhali
polet skrytych vlivi, nikoli pfesné jejich podobu. Vyse uvedené
srovnani se znalostmi z medicinské praxe je jen jednou z moznych
interpretaci vysledku této PCA analyzy.
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Nevyhody a uskali PCA

Subjektivni apriorni volba po¢tu komponent. Neexituje p¥esné
kritérium pro apriorni stanoveni po¢tu komponent, tedy jak
velky rezidudlni rozptyl je jiz zanedbatelny (10 %, 5% anebo 1
% 7).

Software automaticky vyhodnoti poet komponent podle
poctu vlastnich &isel vétdich nez 1 (lze uZivatelem upravit).

Komponenta je nem&Fitelnad (skrytd) veli¢ina, neni snadné ji
pritadit konkrétni prakticky vyznam (mé&Fitelné jednotky, ...) a
Casto to ani nelze.

Pokud promé&nné nejsou zadany ve srovnatelnych jednotkach,
je nutné pouzit korelaéni matici misto kovarianéni matice.
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Pozndmky k pouZiti metody hlavnich komponent

N&kteFi autofi myln& ztotoZiiuji pojmy SVD (singular value
decomposition) a metoda hlavnich komponent. Vhodn&jsi by bylo
uvést, Zze metoda hlavnich komponent je statistickd metoda jejimz
algebraickym zdkladem je SVD, p¥esnégji spektralni rozklad
symetrické pozitivné& semidefinitni kovarian¢ni matice.

P¥i vyhodnocovani datového souboru pomoci této metody
promé&nné nerozdélujeme na vysvétlované a vysvétlujici, ale bereme
je rovnocenné. Ptdme se z kolika procent linedrni kombinace
proménnych vysvétluje celkovou variabilitu proménnych.
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Pozndmky k pouZiti metody hlavnich komponent

Komponentni (PCA) i faktorovad analyza (FA) Yesi situaci kdy
vychozi pocet statistickych promé&nnych je relativné vysoky a
datovy soubor je nepfehledny. Pro zp¥ehlednéni je dobré zkoumat,
zda by plivodni proménné bylo moZzno nahradit mensim poctem
jinych proménnych, shrnujicich poznatky o vychozich promé&nnych,
aniz by doslo k velké ztraté podstatnych informaci z pvodniho
datového souboru. Od novych promé&nnych se poZaduje, aby
maximalné reprezentovaly plvodni prom&nné. U metody hlavnich
komponent poZadujeme, aby nové promé&nné co nejvice
vysvétlovaly variabilitu péivodnich proménnych.
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Pozndmky k pouZiti metody hlavnich komponent

Vysledky PCA a FA byvaji u praktickych p¥ikladi de facto stejné.
Pocet nalezenych faktort p¥i FA byva roven poctu hlavnich
komponent p¥i PCA. N&které brozury uvadéji, Ze PCA je pouze
matematicky aparat pro FA, coZ také neni pfesné. Jednd se o dvé
rozdilné statistické metody, které vSak ddvaji rovnocenné vysledky.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Pokusme se na zav&r dokdzat nasledujici tvrzeni:

Koeficienty v11, vi12,..., vip linedrni kombinace pilivodnich
nahodnych veli¢in figurujicich ve vyjad¥eni prvni hlavni
komponenty

Y1 = vi1(Xy — p1) + vio(Xo — po) + -+ - 4+ vip(Xp — pp),

odpovidaji soufadnicim ortonormélniho vlastniho vektoru
kovarianéni matice X, ktery pFislusi nejvé&tSimu vlastnimu &islu Az.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Vy3e uvedeny problém optimalizace budeme Fesit metodou
Lagrangeovych multiplikatort. Hleddme maximum funkce
DY; = v Xy,

kterd charakterizuje rozptyl ndhodné veli¢iny Y7 za podminky, Ze

viv=1.

Ozna&me v; hodnotu, ve které nabyvd funkce DY7 maxima, tj.

vi = argmax v' v, kde v v =1.

Zvolme za Lagrangeovu funkci L s Lagrangeovym multiplikdtorem
A funkci

Lv,\)=vTEv—A(vTv-1).
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Hodnota maxima se nalézd v bodé, kde je gradient Lagrangeovy
funkce roven 0:

VL(v,\) =2%Xv —2\v =o.
neboli
(X — M) =o.

Abychom ziskali netrividlni ¥eSeni této rovnice, je tfeba volit
hodnotu Lagrangeova multiplikdtoru A tak, Ze spliiuje rovnici

det(X — Al) =0,

ktera je charakteristickou rovnici a tedy A je vlastnim &islem
matice .
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Abychom dostali maximalni rozptyl, musi byt multiplikdtor A roven
nejvétsimu vlastnimu &islu A;. Vektor v; je odpovidajici vlastni
vektor. Rozptyl hlavni komponenty Yi je pak roven pfimo
vlastnimu &islu Aq:

DY: = v/ Tvi = A\

Analogicky budeme postupovat u druhé hlavni komponenty.

Budeme maximalizovat rozptyl DY, pomoci Langrangeovy funkce
L(v,\, m) s Lagrangeovymi multiplikdtory A\, m, p¥i¢emZ musi byt
spIn&ny nésledujici podminky: viv =1, v/v=o0

Lv,\,m)=v Zv—A(vTv—1)+my v.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Gradient této funkce polozime roven 0:

VL(v,A\,m)=2%Xv —2\v + mv; = o.

JelikoZ plati, Ze vlTvz = 0, protoZe v1 a v» jsou ortogonalni, bude
2. Lagrangelv multiplikator m vZdy roven 0. Tedy dostdvame
analogickou rovnici, jako v 1. pfipadé:

(X —A)v=o,

kterd ma netrividlni YeSeni, jestlize A spliiuje charakteristickou
rovnici

det(X — M) = 0.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Resenim je vlastni vektor v» odpovidajici druhému nejvétsimu
vlastnimu ¢&islod Xp.

Vztahy pro dalsi hlavni komponenty Ize obdobné odvodit pomoci
ostatnich vlastnich vektort matice X.

Pozn. Vektory koeficientll j-té a k-té hlavni komponenty jsou pro
J # k nutné ortogonalni.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Oznalme dale jako V ortogondlni matici, jejiz sloupce jsou tvofeny
vlastnimi vektory matice 2. Komponentni analyza je zaloZena na
transformaci ndnodného vektoru X na ndhodny vektor Y, p¥icemz
plati, ¢ Y = VT X. Matice V je tedy transforma&ni matici.
Kovarian&ni matice vektoru komponent Y = (Y1, Y2,..., Ygr) md
tvar

Cov(Y)= VTV = A,

kde A je diagondlni matice s vlastnimi &isly A\; na diagonile.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Kovarian¢ni matice vektoru piivodnich ndhodnych veli¢in X a
komponent Y je obdobn& dana jako

Cov(X,Y)=T%V,

kde k-ty sloupec této matice tvoreny vektorem v, udava
kovariance plivodnich ndhodnych veli¢in X; s k-tou komponentou.
Vzhledem k tomu, Ze vektor vi je vlastnim vektorem matice
prislusny vlastnimu ¢&islu A\, plati

2 Ve = Ak Vk.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Kovarianci j-té ndhodné veli¢iny Xj s k-tou komponentou Y Ize
tedy vyjad¥it hodnotou A vjc. Korelaéni koeficienty pilivodnich
ndahodnych veli¢in s k-tou komponentou tvofi soufadnice vektoru
ViV Ak. Korelagni koeficienty piivodnich ndhodnych velitin s
komponentami jsou obvykle zdkladem pro interpretaci hlavnich
komponent. Tyto koeficienty korelace jsou vlastn& komponentnimi
vahami nalezenych komponent. Vektory v/ A,vi maji diileZity vztah
ke kovarianni, resp. korelaéni matici, ze které byly odvozeny.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

Pomoci matic V a A miZeme zkonstruovat spektralni rozklad
symetrické pozitivng semidefinitni kovarian¢ni matice X:

Y =VAVT,

kde A je diagondlni matice vlastnich &isel a V je ortogondlni matice
vlastnich vektori. Vy3e uvedend rovnice ukazuje, Ze analyza
hlavnich komponent je ekvivaletni spektrdlnimu rozkladu matice X.
Rozklad kovarianéni matice je rovné&Z cilem faktorové analyzy,
ov8em na rozdil od faktorové analyzy je v komponentni analyze
tento rozklad pro riiznd vlastni &isla jednozna&ny (diky
normalizagni podmince pro vektory v;).
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavnich komponent

1
Zavedeme-li navic matici A = VA2, pak sloupce matice A
reprodukuji matici X na zdkladé vztahu

P

=) Mwev] = AAT

k=1

Jsou-li z matice X postupné ziskdvany hlavni komponenty, Ize
tvoFit matice )\kaVZ a srovnavat jejich postupny soudet s matici
>. Toto srovndni ukazuje, do jaké miry je kovarian&ni matice X
reprodukovana dosud vytvofenymi hlavnimi komponentami.
Analyza hlavnich komponent je tedy ekvivalentni spektrdlnimu
rozkladu matice A, resp. rozkladu matice ¥ na souéin matice A a k
ni transponované. Tento rozklad je (narozdil nap¥. od faktorové
analyzy) jednozna&ny.

Lenka P¥ibylova
Analyza hlavnich komponent



Literatura

Eldén L. : Matrix Methods in Data Mining and Pattern
Recognition, SIAM, Philadelphia 2007

Dostal Z. : Linearni algebra, VSB-TU Ostrava 2004

Hebak P., Hustopecky J., Mald I. : Vicerozmé&rné statistické
metody I., Il., lll., Informatorium, Praha 2005

Hebdk P., Hustopecky J. : Vicerozmérné statistické metody s
aplikacemi, SNTL/ALFA, Praha 1987

Laub J. A. : Matrix analysis for scientists and engineers,
Davis, California 2005

Lenka P¥ibylova
Analyza hlavnich komponent



Dékuji za pozornost.
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