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Opakováńı pojmů z lineárńı algebry

Matice A se nazývá symetrická, jestliže pro všechny jej́ı prvky plat́ı

aij = aji .

Symetrická matice A se nazývá pozitivně semidefinitńı, jestliže
pro každý sloupcový vektor x plat́ı:

xTAx ≥ 0.

Reálná (nebo komplexńı) č́ısla λi , pro které plat́ı

Aui = λiui , i = 1, . . . , n.

se nazývaj́ı vlastńı č́ısla matice A a vektory ui 6= 0 se nazývaj́ı
vlastńı vektory matice A.
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Opakováńı pojmů z lineárńı algebry

Věta - spektrálńı rozklad reálné symetrické matice A:

Necht’ A ∈ Rn,n je symetrická matice. Pak existuj́ı ortogonálńı
matice U ∈ Rn,n a diagonálńı matice D ∈ Rn,n tak, že plat́ı:

A = UDUT .

Pozn. Matice D je diagonálńı matice, jej́ımiž prvky jsou vlastńı
č́ısla λ1, λ2, . . . , λn matice A a U je ortogonálńı matice
normovaných vlastńıch vektor̊u psaných do sloupc̊u, odpov́ıdaj́ıćıch
po řadě p̌ŕıslušným vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λn.
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Motivace

Analýza hlavńıch komponent (Principal Component Analysis,
PCA)

Motivace: Nahrazeńı velkého počtu vstupńıch proměnných
mnohem menš́ım počtem nových proměnných tzv. komponent bez
věťśı ztráty podstatné informace o vstupńıch datech.

Od nových proměnných se požaduje, aby maximálně reprezentovaly
původńı proměnné. U metody hlavńıch komponent se požaduje,
aby nové proměnné (linerńı kombinace původńıch proměnných) co
nejv́ıce vysvětlovaly variabilitu původńıch proměnných.
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Historie vs. současnost

Historie

1901 - Karl Pearson . . . popisná statistická metoda, slouž́ıćı k
redukci dat

1933 - Harold Hotelling . . . zobecněńı postupu na náhodné vektory
a návrh použit́ı pro rozbor kovariančńı struktury proměnných

Současnost:

1 součást exploračńı analýzy dat

2 pomocńık jiných metod analýzy v́ıcerozměrných pozorováńı

3 samostatná metoda v́ıcerozměrné analýzy proměnných
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Definice hlavńı komponenty

Uvažujme populaci s p-rozměrným náhodným vektorem
X = (X1, . . . ,Xp), p̌ričemž náhodné veličiny X1, . . . ,Xp maj́ı
p-rozměrné normálńı rozděleńı s vektorem sťredńıch hodnot
µ = (µ1, . . . , µp) a kovariančńı matićı

Σ =

 DX1 . . . cov(X1,Xp)
...

. . .
...

cov(X1,Xp) . . . DXp

 .

Předpokládejme, že známe µ, Σ. Označme vlastńı č́ısla matice Σ
po řadě λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp a p̌ŕıslušné ortonormálńı vlastńı
vektory v1, v2, . . . , vp.
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Definice hlavńı komponenty

Náhodnou veličinu Y1 definovanou vztahem

Y1 = v11(X1 − µ1) + v12(X2 − µ2) + · · ·+ v1p(Xp − µp)

nazýváme prvńı hlavńı komponenta náhodného vektoru X .

Analogicky definujeme Y2, . . . ,Yr , kde r ≤ p.

Pozn: Koeficienty LK u prvńı hlavńı komponenty jsou tvǒreny
soǔradnicemi vlastńıho vektoru v1 = (v11, v12, . . . , v1p)
odpov́ıdaj́ıćımu nejvěťśımu vlastńımu č́ıslu λ1. Obdobně u
ostatńıch hlavńıch komponent.
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Vlastnosti hlavńıch komponent

Rozptyl DYr r-té hlavńı komponenty Yr je roven r -tému vlastńımu
č́ıslu λr kovariančńı matice Σ, tj

DYr = λr .

Pro variabilitu, tj. součet rozptyl̊u, r ≤ p hlavńıch komponent plat́ı

DY1 + · · ·+ DYr = λ1 + · · ·+ λr

Lenka Přibylová
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Ḿıra významu r -té hlavńı komponenty Yr

Mı́rou významu r -té hlavńı komponenty Yr , z hlediska vysvětlované
celkové variability veličin Y1,Y2, · · · ,Yr , je pod́ıl

DYr

DY1 + DY2 + · · ·+ DYr
=

λr

trΛ
=

λr

λ1 + λ2 + · · ·+ λr
.

Pozn. Obecně lze takto dosáhnout stavu, ve kterém úplný systém
všech r = p komponent Y1,Y2, · · · ,Yr jednoznačně (beze zbytku)
vysvětĺı celkový rozptyl výchoźıch náhodných veličin
X1,X2, · · · ,Xr . V praxi však preferujeme stav, kdy počet hlavńıch
komponent r << p, tj. r bude mnohem nižš́ı než p. Obvykle se za
ideálńı považuje 2 - 7 hlavńıch komponent, i když rozměr p
zadaných dat je mnohem vyš̌śı.
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Analýza hlavńıch komponent



Komponentńı skóre (komponentńı váhy)

Pro účely prakticky zamě̌rených statistických analýz zavád́ıme
pojem komponentńı skóre (komponentńı váha). Poč́ıtáme
hodnoty hlavńıch komponent zvlášt’ pro každou výběrovou
jednotku. Označme jako xi vektor hodnot i-té jednotky souboru
(i = 1, · · · , p).

Komponentńı skóre (komponentńı váha) r -té hlavńı komponenty u
i-té jednotky je definováno následujićım vztahem:

yir = vT
r (xi − µ), r = 1, 2, · · · ,R, i = 1, 2, · · · , p.

kde vlastńı vektory vi splňuj́ı ortonormalizačńı podḿınku:

vT
r vr = 1, r = 1, 2, · · · ,R.
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Teoretický p̌ŕıklad 1

Mějme náhodný vektor X = (X1,X2) s vektorem sťredńıch hodnot
µ = (2, 3) a kovariačńı matićı

Σ =

(
5 2
2 1

)
.

Najděme hlavńı komponenty náhodného vektoru X = (X1,X2).
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Teoretický p̌ŕıklad 1

Řešeńı: Nejprve najdeme vlastńı č́ısla kovariančńı matice Σ:

0 = det(Σ− λI ) = (5− λ)(1− λ)− 4 = λ2 − 6λ+ 1.

Vlastńı č́ısla: λ1
.

= 5, 83, λ2
.

= 0, 17. Vypočtené pod́ıly

DY1

DY1 + DY2
=

λ1

λ1 + λ2
=

λ1

stΣ
.

=
5, 83

6
.

= 97%,

DY2

DY1 + DY2
=

λ2

λ1 + λ2
=

λ2

stΣ
.

=
0, 17

6
.

= 3%

ukazuj́ı v tomto p̌ŕıpadě na vhodnost volby jedné hlavńı
komponenty.
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Teoretický p̌ŕıklad 1

Určeme tvar této hlavńıch komponenty. Normovaný vlastńı vektor
odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 je roven v1 = (0, 38; 0, 92), tedy

Y1 = (0, 38; 0, 92)T ·[(X1,X2)− (2, 3)]
.

= 0, 38·(X1−2)+0, 92·(X2−3).

Prvńı hlavńı komponenta:

Y1 = 0, 38 · (X1 − 2) + 0, 92 · (X2 − 3).
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Na závěr určeme ještě komponent́ı skóre y1 prvńı hlavńı
komponenty Y1 pro jednu konkrétńı realizaci nap̌r. x = (2, 1; 3, 2)
náhodného vektoru X = (X1, X2):

y1 = 0, 38 · (2, 1− 2) + 0, 92 · (3, 2− 3)
.

= 0, 22.
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Teoretický p̌ŕıklad 2

Mějme náhodný vektor X = (X1,X2) s vektorem sťredńıch hodnot
µ = (2, 3) a kovariačńı matićı

Σ =

(
10 1
1 9

)
.

Najděme hlavńı komponenty náhodného vektoru X = (X1,X2).
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Analýza hlavńıch komponent



Teoretický p̌ŕıklad 2

Řešeńı: Najdeme opět nejprve vlastńı č́ısla kovariančńı matice Σ:

0 = det(Σ− λI ) = (10− λ)(9− λ)− 1 = λ2 − 19λ+ 89.

Vlastńı č́ısla: λ1
.

= 10, 62, λ2 = 8, 38. Na vhodnost volby dvou
hlavńıch komponent v tomto p̌ŕıpadě ukazuj́ı vypočtené pod́ıly

DY1

DY1 + DY2
=

λ1

λ1 + λ2
=

λ1

stΣ
.

=
10, 62

19
.

= 56%,

DY2

DY1 + DY2
=

λ2

λ1 + λ2
=

λ2

stΣ
.

=
8, 38

19
.

= 44%.

Lenka Přibylová

Analýza hlavńıch komponent



Teoretický p̌ŕıklad 2

Vlastńı vektory: v1 = (0, 85; 0, 53), v2 = (0, 53;−0, 85).

Vektory v1, v2 jsou ortogonálńı (kolmé).

Výpočet prvńı hlavńı komponenty Y1:

Y1 = (0, 85; 0, 53)T ·[(X1,X2)− (2, 3)]
.

= 0, 85·(X1−2)+0, 53·(X2−3).

Výpočet druhé hlavńı komponenty Y2:

Y2 = (0, 53,−0, 85)T ·[(X1,X2)− (2, 3)]
.

= 0, 53·(X1−2)−0, 85·(X2−3).
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Teoretický p̌ŕıklad 2

Prvńı a druhá hlavńı komponenta:

Y1
.

= 0, 85 · (X1 − 2) + 0, 53 · (X2 − 3),

Y2
.

= 0, 53 · (X1 − 2)− 0, 85 · (X2 − 3).

Komponentńı skóre y1, y2 komponent Y1,Y2 pro x = (2, 1; 3, 2):

y1 = 0, 85 · (2, 1− 2) + 0, 53 · (3, 2− 3)
.

= 0, 19,

y2 = 0, 53 · (2, 1− 2)− 0, 85 · (3, 2− 3)
.

= −0, 12.
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PCA ve výběru

Při praktických úlohách neznáme kovariančńı matici Σ, ale pouze
jej́ı protěǰsek ve výběru, tj. výběrovou kovariančńı matici S .
Doplńıme-li p̌redpoklady o v́ıcerozměrném rozděleńı X1,X2, . . .Xp

o p̌redpoklad v́ıcerozměrné normality, lze dokázat, že vlastńı č́ısla a
vlastńı vektory vypočtené z výběrové kovariančńı matice jsou
maximálně věrohodnými odhady svých protěǰsk̊u ze základńıho
souboru. Bez p̌redpokladů normality půjde zpravidla jen o
konzistentńı odhady. Př́ıslušným χ2 testem na závěr obvykle
testujeme hypotézu o rovnosti ”zbývaj́ıćıch”vlastńıch č́ısel
(podstatných je prvńıch r komponent), tj. hypotézu
H0 : λr+1 = · · · = λp.
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Geometrický význam PCA

Projekce p-rozměrného eukleidovského prostoru do prostoru nižš́ı
dimenze r (projekce p proměnných do r komponent).

Pokud nastane p̌ŕıpad, kdy r = p, nedocháźı k redukci počtu
proměnných, tedy k projekci do nižš́ı dimenze, ale k rotaci původńı
soǔradnicové soustavy do směru maximálńıho rozptylu shluku
bodů.

Transformace p soǔradnic systému do r komponent reprezentovaná
matićı V T , jej́ıž řádky tvǒŕı prvńıch r vlastńıch vektor̊u výběrové
kovariančńı matice S , tedy umožňuje zachytit na několika prvńıch
osách maximum informace o prostorové struktǔre souboru
v́ıcerozměrných pozorováńı.
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Př́ıklad řešený pomoćı Statgraphicsu

Formulace problému Máme k dispozici záznam hodnot krevńıho
tlaku od 177-mi pacient̊u, ktěŕı jsou sledováni v kardiologické
ambulanci. Hodnoty krevńıho tlaku byly mě̌reny každých 30 minut,
u každého pacienta bylo namě̌reno 48 hodnot v pr̊uběhu 24 hodin.
Dále máme k dispozici informaci, zda pacient už́ıvá či neuž́ıvá
beta-blokátory.
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Př́ıklad řešený pomoćı Statgraphicsu
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Př́ıklad řešený pomoćı Statgraphicsu
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Př́ıklad řešený pomoćı Statgraphicsu

Řešeńı problému pomoćı software Statgraphics, verze 5.

Vstupńı datová matice 177× 48 (48 údaj̊u u 177-mi pacient̊u).

Statgraphics vyhodnotil v tomto p̌ŕıpadě jako reprezentativńı počet
osm hlavńıch komponent (pro λ > 1) vysvětluj́ıćıch 69% variability
proměnných. Čty̌ri dominantńı hlavńı komponenty (pro λ > 2)
vysvětluj́ı 58% rozptylu proměnných. Prvńı hlavńı komponenta
vysvětuje variabilitu proměnných ze 40%.

Vstupńı datová matice 177× 48 je tedy redukována na matici
177× 8, resp 177× 4.
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Výstupy ze Statgraphicsu

Table of PCA

C.n. Eigenvalue % of Variance Cumulative %

1 19,32 40,25 40,25

2 3,71 7,72 47,97

3 2,50 5,21 53,18

4 2,32 4,83 58,00

5 1,73 3,60 61,60

6 1,31 2,74 64,34

7 1,23 2,57 66,90

8 1,04 2,17 69,07
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Výstupy ze Statgraphicsu
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Výstupy ze Statgraphicsu

U výstupu je podstatný počet hlavńıch komponent. Pro doplněńı
uved’me nap̌r. tvar prvńı hlavńı komponenty (Xi jsou uvedeny ve
standardizované podobě):

Y1 = 0, 17∗h0 + 0, 17∗h0, 30 + 0, 18∗h1 + 0, 17∗h1, 30 + 0, 12∗h10 + 0, 12∗h10, 30+
+0, 12∗h11+0, 09∗h11, 30+0, 13∗h12+0, 12∗h12, 30+0, 13∗h13+0, 13∗h13, 30+
+0, 13∗h14+0, 13∗h14, 30+0, 14∗h15+0, 15∗h15, 30+0, 15∗h16+0, 15∗h16, 30+
+0, 11∗h17+0, 12∗h17, 30+0, 15∗h18+0, 14∗h18, 30+0, 14∗h19+0, 15∗h19, 30+
+0, 17 ∗ h2 + 0, 17 ∗ h2, 30 + 0, 14 ∗ h20 + 0, 15 ∗ h20, 30 + 0, 17 ∗ h21 + 0, 16 ∗ h21, 30+
+0, 16 ∗ h22 + 0, 16 ∗ h22, 30 + 0, 16 ∗ h23 + 0, 17 ∗ h23, 30 + 0, 17 ∗ h3 + 0, 16 ∗ h3, 30+
+0, 16 ∗ h4 + 0, 16 ∗ h4, 30 + 0, 16 ∗ h5 + 0, 16 ∗ h5, 30 + 0, 13 ∗ h6 + 0, 13 ∗ h6, 30+

+0, 11 ∗ h7 + 0, 09 ∗ h7, 30 + 0, 11 ∗ h8 + 0, 13 ∗ h8, 30 + 0, 11 ∗ h9 + 0, 11 ∗ h9, 30.
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Porovnáńı výsledk̊u s údaji známými z medićınské praxe

Z medićınské praxe je známo, že u údaj̊u postupně mě̌rených tlak̊u
během dne je podstatný vliv léku, tzv. beta-blokátoru, který
upravuje hodnoty krevńıho tlaku. Provedli jsme tedy následuj́ıćı
srovnáńı:

Prvńı hlavńı komponenta - vliv beta-blokátoru, vysvětluje
variabilitu ze 40%. Jedná se tedy o velice silný latentńı faktor
ovlivňuj́ıćı hodnoty krevńıho tlaku.
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Porovnáńı výsledk̊u s údaji známými z medićınské praxe

Daľśıch sedm hlavńıch komponent (celkem vysvětluj́ı variabilitu z
29%), nemaj́ı již tak silný vliv na hodnoty krevńıho tlaku:

1 zdravý/nemocný

2 sekundárńı hypertenze - vliv jiného onemocněńı

3 obezita

4 dědičné faktory

5 chronický stres

6 nadměrné soleńı,

7 nadměrná konzumace kávy a čaje
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Shrnut́ı źıskaných výsledk̊u

Analyzováńım vstupńıho datového souboru metodou hlavńıch
komponent jsme zjistili počet dominantńıch latentńıch vliv̊u, které
mohou ovlivňovat data, tedy hodnoty namě̌reného krevńıho tlaku v
pr̊uběhu 24 hodin tzv. holterovským typem mě̌reńı. PCA odhaĺı
počet skrytých vliv̊u, nikoli p̌resně jej́ıch podobu. Výše uvedené
srovnáńı se znalostmi z medićınské praxe je jen jednou z možných
interpretaćı výsledku této PCA analýzy.
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Nevýhody a úskaĺı PCA

1 Subjektivńı apriorńı volba počtu komponent. Neexituje p̌resné
kritérium pro apriorńı stanoveńı počtu komponent, tedy jak
velký reziduálńı rozptyl je již zanedbatelný (10 %, 5% anebo 1
% ?).

2 Software automaticky vyhodnot́ı počet komponent podle
počtu vlastńıch č́ısel věťśıch než 1 (lze uživatelem upravit).

3 Komponenta je nemě̌ritelná (skrytá) veličina, neńı snadné j́ı
p̌rǐradit konkrétńı praktický význam (mě̌ritelné jednotky, ...) a
často to ani nelze.

4 Pokud proměnné nejsou zadány ve srovnatelných jednotkách,
je nutné použ́ıt korelačńı matici ḿısto kovariančńı matice.
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Poznámky k použit́ı metody hlavńıch komponent

Něktěŕı autǒri mylně ztotožňuj́ı pojmy SVD (singular value
decomposition) a metoda hlavńıch komponent. Vhodněǰśı by bylo
uvést, že metoda hlavńıch komponent je statistická metoda jej́ımž
algebraickým základem je SVD, p̌resněji spektrálńı rozklad
symetrické pozitivně semidefinitńı kovariančńı matice.

Při vyhodnocováńı datového souboru pomoćı této metody
proměnné nerozdělujeme na vysvětlované a vysvětluj́ıćı, ale bereme
je rovnocenně. Ptáme se z kolika procent lineárńı kombinace
proměnných vysvětluje celkovou variabilitu proměnných.

Lenka Přibylová
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Poznámky k použit́ı metody hlavńıch komponent

Komponentńı (PCA) i faktorová analýza (FA) řeš́ı situaci kdy
výchoźı počet statistických proměnných je relativně vysoký a
datový soubor je nep̌rehledný. Pro zp̌rehledněńı je dobré zkoumat,
zda by původńı proměnné bylo možno nahradit menš́ım počtem
jiných proměnných, shrnuj́ıćıch poznatky o výchoźıch proměnných,
aniž by došlo k velké ztrátě podstatných informaćı z původńıho
datového souboru. Od nových proměnných se požaduje, aby
maximálně reprezentovaly původńı proměnné. U metody hlavńıch
komponent požadujeme, aby nové proměnné co nejv́ıce
vysvětlovaly variabilitu původńıch proměnných.
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Poznámky k použit́ı metody hlavńıch komponent

Výsledky PCA a FA bývaj́ı u praktických p̌ŕıkladů de facto stejné.
Počet nalezených faktor̊u p̌ri FA bývá roven počtu hlavńıch
komponent p̌ri PCA. Některé brožury uváděj́ı, že PCA je pouze
matematický aparát pro FA, což také neńı p̌resné. Jedná se o dvě
rozd́ılné statistické metody, které však dávaj́ı rovnocenné výsledky.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Pokusme se na závěr dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

Koeficienty v11, v12, . . . , v1p lineárńı kombinace původńıch
náhodných veličin figuruj́ıćıch ve vyjáďreńı prvńı hlavńı
komponenty

Y1 = v11(X1 − µ1) + v12(X2 − µ2) + · · ·+ v1p(Xp − µp),

odpov́ıdaj́ı soǔradnićım ortonormálńıho vlastńıho vektoru
kovariančńı matice Σ, který p̌ŕısluš́ı nejvěťśımu vlastńımu č́ıslu λ1.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Výše uvedený problém optimalizace budeme řešit metodou
Lagrangeových multiplikátor̊u. Hledáme maximum funkce

DY1 = vT Σv ,

která charakterizuje rozptyl náhodné veličiny Y1 za podḿınky, že
vT v = 1.
Označme v1 hodnotu, ve které nabývá funkce DY1 maxima, tj.

v1 = argmax vT Σv , kde vT v = 1.

Zvolme za Lagrangeovu funkci L s Lagrangeovým multiplikátorem
λ funkci

L(v , λ) = vT Σv − λ(vT v − 1).
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Hodnota maxima se nalézá v bodě, kde je gradient Lagrangeovy
funkce roven 0:

∇L(v , λ) = 2Σv − 2λv = o.

neboli

(Σ− λI )v = o.

Abychom źıskali netriviálńı řešeńı této rovnice, je ťreba volit
hodnotu Lagrangeova multiplikátoru λ tak, že splňuje rovnici

det(Σ− λI) = 0,

která je charakteristickou rovnićı a tedy λ je vlastńım č́ıslem
matice Σ.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Abychom dostali maximálńı rozptyl, muśı být multiplikátor λ roven
nejvěťśımu vlastńımu č́ıslu λ1. Vektor v1 je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
vektor. Rozptyl hlavńı komponenty Y1 je pak roven p̌ŕımo
vlastńımu č́ıslu λ1:

DY1 = vT
1 Σv1 = λ1.

Analogicky budeme postupovat u druhé hlavńı komponenty.
Budeme maximalizovat rozptyl DY2 pomoćı Langrangeovy funkce
L(v , λ,m) s Lagrangeovými multiplikátory λ, m, p̌ričemž muśı být
splněny následuj́ıćı podḿınky: vT v = 1, vT

1 v = o

L(v , λ,m) = vT Σv − λ(vT v − 1) + mvT
1 v .
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Gradient této funkce polož́ıme roven 0:

∇L(v , λ,m) = 2Σv − 2λv + mv1 = o.

Jelikož plat́ı, že vT
1 v2 = 0, protože v1 a v2 jsou ortogonálńı, bude

2. Lagrange̊uv multiplikátor m vždy roven 0. Tedy dostáváme
analogickou rovnici, jako v 1. p̌ŕıpadě:

(Σ− λI )v = o,

která má netriviálńı řešeńı, jestliže λ splňuje charakteristickou
rovnici

det(Σ− λI) = 0.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Řešeńım je vlastńı vektor v2 odpov́ıdaj́ıćı druhému nejvěťśımu
vlastńımu č́ısloú λ2.

Vztahy pro daľśı hlavńı komponenty lze obdobně odvodit pomoćı
ostatńıch vlastńıch vektor̊u matice Σ.

Pozn. Vektory koeficient̊u j-té a k-té hlavńı komponenty jsou pro
j 6= k nutně ortogonálńı.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Označme dále jako V ortogonálńı matici, jej́ıž sloupce jsou tvǒreny
vlastńımi vektory matice Σ. Komponentńı analýza je založena na
transformaci nánodného vektoru X na náhodný vektor Y , p̌ričemž
plat́ı, že Y = V TX . Matice V je tedy transformačńı matićı.
Kovariančńı matice vektoru komponent Y = (Y1,Y2, . . . ,YR) má
tvar

Cov(Y ) = V T ΣV = Λ,

kde Λ je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly λi na diagonále.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Kovariančńı matice vektoru původńıch náhodných veličin X a
komponent Y je obdobně dána jako

Cov(X ,Y ) = ΣV ,

kde k-tý sloupec této matice tvǒrený vektorem Σvk udává
kovariance původńıch náhodných veličin Xi s k-tou komponentou.
Vzhledem k tomu, že vektor vk je vlastńım vektorem matice Σ
p̌ŕıslušný vlastńımu č́ıslu λk , plat́ı

Σvk = λkvk .

Lenka Přibylová
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Kovarianci j-té náhodné veličiny Xj s k-tou komponentou Yk lze
tedy vyjáďrit hodnotou λkvjk . Korelačńı koeficienty původńıch
náhodných veličin s k-tou komponentou tvǒŕı soǔradnice vektoru
vk

√
λk . Korelačńı koeficienty původńıch náhodných veličin s

komponentami jsou obvykle základem pro interpretaci hlavńıch
komponent. Tyto koeficienty korelace jsou vlastně komponentńımi
vahami nalezených komponent. Vektory

√
λkvk maj́ı důležitý vztah

ke kovariančńı, resp. korelačńı matici, ze které byly odvozeny.
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Pomoćı matic V a Λ můžeme zkonstruovat spektrálńı rozklad
symetrické pozitivně semidefinitńı kovariančńı matice Σ:

Σ = V ΛV T ,

kde Λ je diagonálńı matice vlastńıch č́ısel a V je ortogonálńı matice
vlastńıch vektor̊u. Výše uvedená rovnice ukazuje, že analýza
hlavńıch komponent je ekvivaletńı spektrálńımu rozkladu matice Σ.
Rozklad kovariančńı matice je rovněž ćılem faktorové analýzy,
ovšem na rozd́ıl od faktorové analýzy je v komponentńı analýze
tento rozklad pro r̊uzná vlastńı č́ısla jednoznačný (d́ıky
normalizačńı podḿınce pro vektory vi ).
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Souvislost mezi SVD a metodou hlavńıch komponent

Zavedeme-li nav́ıc matici A = V Λ
1
2 , pak sloupce matice A

reprodukuj́ı matici Σ na základě vztahu

Σ =

p∑
k=1

λkvkvT
k = AAT .

Jsou-li z matice Σ postupně źıskávány hlavńı komponenty, lze
tvǒrit matice λkvkvT

k a srovnávat jejich postupný součet s matićı
Σ. Toto srovnáńı ukazuje, do jaké ḿıry je kovariančńı matice Σ
reprodukována dosud vytvǒrenými hlavńımi komponentami.
Analýza hlavńıch komponent je tedy ekvivalentńı spektrálńımu
rozkladu matice A, resp. rozkladu matice Σ na součin matice A a k
ńı transponované. Tento rozklad je (narozd́ıl nap̌r. od faktorové
analýzy) jednoznačný.
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Závěr

Děkuji za pozornost.
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